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1 Vektornormak

1. Milyen pontok alkotjék az R? sfkon a (3, 3) kozepi, 2 sugarii kérvonalat,
ha a tavolsidgot rendre az euklideszi, a maximume-, ill. az 6sszeg-norma
szerint definidljuk?

Utmutaté: Elébb az origé kozept, 2 sugaru korok pontjait célszeri
meghatdrozni. Innen egy (3, 3) vektorral valé eltolds adja az eredményt.

2. Szamitsuk ki az x = (3,4, —5) € R3 vektor maximum-, Gsszeg- és
euklideszi normait.

Megoldds:

||Z]|max = max(3,4,5) =5
llz|i =3+4+5 =12

||z[|2 = v/9 + 16 + 25 = /50

3. Szdmitsuk ki az z = (1,—1,1,—1,1,—1,...) € R™ vektor maximum-,
Osszeg- és euklideszi normait.

Megoldds:

[[2][max = 1
llz|h=1+1+..+1=n

l|[z]lo = V12 4+ 12+ ... +12=/n




4. Szamitsuk ki az z = (1,2,3,...,n) € R" vektor maximum-, sszeg- és
euklideszi normait.

Megoldds:
2]l max = n
lzf[i =142+ ... 4 n = 20t
. . n(n+1)(2n+1)
l|[z]]2 = VIZ+22 4+ ... + n2 = ——

5. Mutassuk meg, hogy ha A € M,, ., reguldris métrix, akkor az |||z||| :=
||Az|| el6irdssal normét definidltunk R™-en.

Megoldds: Barmelyik R"™-beli ||.|| normat vélasztjuk is:

e |||z]|| = ||Az|] > 0 és pontosan akkor 0, ha = = 0 (mert A
reguldris, igy, ha ||Az|| = 0, akkor Az = 0, és a homogén egyen-
letnek csak trividlis megolddsa van);

e minden a € R esetén: |||a - z||| = ||A(a - z)|| = || - ||Az|| =
o - [l]][];

e minden z,y € R" esetén: |||z +y||| = ||[A(z+y)|| = ||[Az+ Ay|| <
Az + [| Ayl = [llz]]| + [yl]]-

6. Mutassuk meg, hogy ha di, ds, ..., d, > 0 tetszdleges szamok, akkor az
n

Il|z]|| := Z d;j - |z;| eléirdssal normat definidltunk R"-en.
j=1

Megoldds: Az el6zé feladatbdl adddik: itt A egy olyan diagondlmétrix,
melynek diagondlelemei rendre di,ds,...,d,, és R™ normajaként az
Osszeg-norméat valasztjuk.

7. Normét definidl-e R?-ben az |||z||| := (v/]z1] + v/]z2])? eléirds? (x =
(1‘1, IL‘Q) € R2)

Megoldds:

e |||z||| > 0 és pontosan akkor 0, ha z = (0,0), ez nyilvanvald;



e minden o € R esetén: |||a-z||| = (/]| |z1] + /]a] - [22])? =
laf - (Vw1 + Vlz2])? = lal - [[l]ll;

e a hiromszog-egyenlGtlenség viszont dltaldban nem teljesiil: legyen
pl. @ := (1,0) & y = (0,1), akkor 2 +y = (1,1), fgy [[lz + |l =

(V1 ++/1)? = 4. Ugyanakkor: |||z||| = |l/|lyl|]] = 1, ezért a
megkovetelt |||z + yl|| < [||z]|] + |||y||| egyenlStlenség nem tel-
jesul.

Kovetkezésképp a fenti eléirds nem definidl normat R2-ben.

. Mutassuk meg kozvetleniil (az dltaldnos tételre vald hivatkozds nélkiil),
hogy R™-ben az 0sszeg- és a maximum norma ekvivalensek.

Megoldds:
o ||z||max = max(|x1], |x2|, ..., |Tn|). Legyen k az az index, melyre
|z| maximdlis, akkor ||z||lmax = |zk| < |x1| + |z2] + ... + |2K| +
o+ ] = ||2||1, azaz:

|2 [max < [l][x

o ||z||1 = |z1] + |z2| + ... + |zn|. Legyen k az az index, melyre |x|
maximdlis, akkor ||z||1 < |ag|+ |2k + ...+ |zk| = n-||2]|max, azaz:

2l < 7 - ]2 max

A két egyenlOtlenség fenndllta épp a norma-ekvivalenciat jelenti.

. Mutassuk meg kozvetleniil (az dltaldnos tételre val6 hivatkozds nélkiil),
hogy R"-ben a maximum- és az euklideszi norma ekvivalensek.

Megoldds:

o ||z||3 = |z1]2 +|z2|? +... +|7n|®. Legyen k az az index, melyre |xy|

maximalis, akkor |[z|[3 < |zk)? + [2x? + ... + |zk]? = n - zg 2 =
2

max, AZaz:

n -zl

”x||2 < \/ﬁ Hx”max



e Legyen k az az index, melyre |z;| maximalis, akkor ||z|2,. =

lze|? < |z1)? + |22)® + oo+ |2k]? + o+ |zn]? = ||7]]3, azaz:
[|2]lmax < |2]]2

A két egyenlOtlenség fenndllta épp a norma-ekvivalenciat jelenti.

10. Mutassuk meg kozvetleniil (az dltaldnos tételre val6 hivatkozds nélkiil),
hogy R"-ben az Gsszeg- és az euklideszi norma ekvivalensek.

Megoldds:

o [[2]]5 = |21+ |22 + ...+ |2n]? < (lz2] +]22] + ... +22])* (2 jobb
oldal kifejtésében ui. pozitiv kétszeres szorzatok is eléfordulnak,
igy a négyzetek Osszege ennél csak kisebb lehet), azaz:

llzll2 < [l]]x

e A Cauchy-egyenlétlenséget hasznalva: ||z||? = (|o1| + |z2| + ... +
lzn)2 = (1|21 + 1 |mo| + o + 1z )2 < (2 + 12+ .+ 17)
(|Jz1]? + |22? + ... + |70]?) = n - ||2]|3, azaz:

2]y < V- [J2]]2

A két egyenlOtlenség fenndllta épp a norma-ekvivalenciat jelenti.



2 Matrixnormak

1. Mutassuk meg, hotgy az A € M,,«, matrixnak az euklideszi norma
altal indukalt matrixnorméja (a spektralnorma):

1Al = v/ p(A*A)

Megoldds: Tetszbleges = vektorra: ||Ax||? = (Ax, Ax) = (A*Ax,x) <
||A* Az||-||z|| (a Cauchy-egyenlétlenség miatt), és ez < ||A*A||-||z||? =
p(A*A) - ||z||* (mert A*A Snandjungélt, pozitiv szemidifinit, igy a
spektralsugar egytuttal norma is). Tehat ||Az|| < /p(A*A) - ||z||,
ezért ||A]| < /p(A*A).

Ha pedig = a maximalis sajatértékhez tartozé sajatvektor: A*Ax
Amax T, akkor egyenléség all fenn: ||Az|]? = (A* Az, ) = (Amax-T, T)
Amax - |||

Ezért ||A|| = \/p(A*A).

0

2. Szamitsuk ki az A = ( 11

) matrix sor-, oszlop-, Frobenius- és

spektralnorméjat.

Megoldds:

Sor-norma: ||Af|ec = max(0+2,1+1) =2
Oszlop-norma: ||Al|; = max(0+1,2+1) =3
Frobenius-norma: ||A||p, = /02 +22 + (-1)2 + 12 = /6

A spektralnorma kiszamitasdhoz el6szor szamitsuk ki az A* A métrixszorzatot:

eas(4 ) ()= (47

Most szamitsuk ki A*A sajatértékeit:

-1 5-A

Innen A\ = 34+ V5 és Ao = 3 — /5. Ezek koziil a nagyobbiknak a
négyzetgyoke lesz A spektrdlnormaéja:

I|A]| = /3 + V5.

det( l=A - >:(1—)\)(5—)\)—1:)\2—6/\+4:0



2 . .
3. Szamitsuk ki az A := ( 0 0 > matrix sor-, oszlop-, Frobenius- és
spektralnorméjat.
Megoldds:

Sor-norma: ||A||ec = max(2+1,0) =3
Oszlop-norma: ||Al|; = max(2+0,1+0) =2
Frobenius-norma: ||A||p, = V22 + 12402 +02 = /5

A spektralnorma kiszamitdsahoz el0szor szamitsuk ki az A* A matrixszorzatot:

(1) (30)-(4)

Most széamitsuk ki A*A sajatértékeit:

4— )X 2 _ 22 _ry
det< 5 1_)\)_(4)\)(1)\)4_)\ 5A=0

Innen A\; = 0 és Ao = 5. Ezek koziil a nagyobbiknak a négyzetgyoke
lesz A spektralnormaja:
1Al = V5.

-2 1
1 -2
spektralnorméjat. (Itt A szimmetrikus!)

4. Szamitsuk ki az A := < matrix sor-, oszlop-, Frobenius- és

Megoldds:

Sor-norma: ||A||lec = max(2+1,2+1)=3

Oszlop-norma: ||All; = max(2+1,1+2) =3
Frobenius-norma: ||A||p, = /(=2)2 + 12 + 12 + (=2)2 = V10

A spektralnorma kiszamitdsahoz el0szor szamitsuk ki az A* A matrixszorzatot:

A*A:<_12 _12>'<_12 _12>=<_54 _54>

Most szamitsuk ki A*A sajatértékeit:

A —4 ) _ 2 e 42 _
det( » 5_)\>_(5—>\)—16_)\ 10A+9 =0
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Innen A\; =1 és Ay = 9. Ezek koziil a nagyobbiknak a négyzetgyoke
lesz A spektralnorméja:

1]l = V8 = 3.

Megjegyzés: mivel itt A = A*, ezért a spektrdlnorma egyezik A
spektralsugaraval. Valéban, A sajatértékei:

—2-Xx 1 B 5 . o B
det< ) _Z_A)_(2+A)—1_A+4A+3_o,

igy a sajatértékek: —1 és —3, azaz ||A|| = p(A) = 3.

3 -2 -1

. Szdmitsukkiaz A:=| -2 -1 3 matrix sor-, oszlop- és spektralnormajat.
-1 3 =2

(Itt A szimmetrikus!)

Megoldds:
Sor-norma: ||Allec =max(3+2+1,24+1+3,1+3+2)=6
Oszlop-norma: ||All; =max(3+2+1,24+1+3,1+3+2)=6

A spektralnorma kiszamitasdhoz el6szor szamitsuk ki az A* A métrixszorzatot:

3 -2 -1 3 -2 -1 14 -7 =7
A*A=1| -2 -1 3 - -2 -1 3 =| -7 14 -7
-1 3 =2 -1 3 =2 -7 =7 14

Most szamitsuk ki A*A sajatértékeit: A = 0,21,21 (ellendrizziik!)
Ezek koziil a legnagyobbiknak a négyzetgyoke lesz A spektralnorméja:

1Al = p(A*4) = V21.

Megjegyzés: mivel itt A = A*, ezért a spektrdlnorma egyezik A
spektralsugaraval. EllenOrizzik!

. Szamitsuk ki az A := matrix sor-, oszlop- és spektralnorméjat.

— =
O O =
S O =

(Itt A szimmetrikus!)



Megoldds:

Sor-norma: ||A||lec =max(1+1+1,1+0+0,1+0+0)=3

Oszlop-norma: ||Al|; =max(1+1+4+1,140+0,1+0+0) =3

A spektrélnorma megegyezik A spektralsugardval (mert A szimmetrikus):
1-X 1 1

det L =2 0 | =1+ = 22420 = A (A2 =-2—2) =0
10 =X

Innen a sajatértékek: A = 0, —1, 2. Ezek koziil a legnagyobbik abszolit
érték lesz A spektralnorméja:

4] = p(4) = 2.



3 Fixpont-iteracios feladatok egyvaltozos fuggvé-
nyekre

1. Keressiik meg az 23 — 52 + 2 = 0 egyenlet pozitiv gyokét fixpont-
iteraciéval!

Megoldds: Jellje F(x) := a3 — 5x + 2. Akkor F(0) = 2 > 0, és
F(1) = 1-5+4+2 < 0, igy az egyenletnek van megoldédsa a [0, 1]
intervallumban.

Vezessiik vissza az egyenletmegoldést fixpontproblémaéra:

342
z=—p— = f(z)
Az f leképezés a [0, 1] intervallumon monoton né, f(0) = % € [0,1]

és f(1) = 2 € [0,1]. Ezért f az [0,1] zart intervallumot Snmagdba
képezi. Es ezen az intervallumon kontrakcid, mert:
3z 3
! =—<-<1

)l =<t
A fixponttétel tehat alkalmazhaté. Az @y, := f(x,) fixpont-iteracids
sorozat konvergens minden xq € [0, 1] kezd8érték esetén (prébéljuk ki
MATLAB-bal!).

2. Keressitk meg az 23 — 4x — 2 = 0 egyenlet egyik gyokét fixpont-
iteraciéval!

Megoldds: Jeldlje F(x) := 23 — 4z — 2. Akkor F(0) = —2 < 0, és
F(-1)=—-14+4—-2> 0, igy az egyenletnek van megoldédsa a [—1,0]
intervallumban.

Vezessiik vissza az egyenletmegoldést fixpontproblémaéra:

32
—— = f(@)

Az f leképezés a [—1,0] intervallumon (is) monoton né, f(—1) =
==2 ¢ [-1,0] s f(0) = —2 € [-1,0]. Ezért f az [-1,0] zért in-
tervallumot 6nmagaba képezi. Es ezen az intervallumon kontrakcid,
mert:

xr =

32

(@) = — <

1
1 <

=~ w



A fixponttétel tehat alkalmazhaté. Az x4 := f(x,) fixpont-iteracids
sorozat konvergens minden zp € [—1,0] kezd6érték esetén (probaljuk
ki MATLAB-ball).

. Keressiik meg az 23 — 3z + 1 = 0 egyenlet egyik gyokét fixpont-
iterdcidvall

Megoldds: Jelolje F(x) := a3 — 3x + 1. Akkor F(0) = 1 > 0, és
F(1) = 1-34+1 < 0, igy az egyenletnek van megoldédsa a [0, 1]
intervallumban.

Vezessiik vissza az egyenletmegoldast fixpontprobléméra:

933+1_
5 =

AC)

Az f leképezés a [0,1] intervallumon monoton né, f(0) = 1 € [0,1]

és f(1) = L € [0,1]. Ezért f a [0,1] zért intervallumot Snmagdba
képezi. Azonban f ezen az intervallumon nem kontrakcié, mert:

, 32 3
=<3,

A kontrakcids tulajdonsdgot f-nek a [0, 1] intervallum jobb végpontja
kornyékén vald viselkedése "rontja el”. Probaljuk ezért sziikiteni ezt az
intervallumot, hatha f a sziikebb intervallumon mar kontrakcié lesz.
Tekintsiik pl. a [0,0.9] intervallumot: f ezt még mindig énmagédba
képezi, mert f(0) = 1 € [0,0.9] és £(0.9) < f(1) = 2 €[0,0.9]. Es itt
f mar kontrakcié, mert:

322 < 3-0.9%

@l =5 <2

<1,

A fixponttétel tehat itt mar alkalmazhaté. Az x4 := f(x,) fixpont-
iterdciés sorozat konvergens minden xy € [0,0.9] kezdéérték esetén
(prébaljuk ki MATLAB-bal!).

. Keressiik meg az 22 — 24/z — 2 = 0 egyenlet (nyilvan pozitiv) gyokét
fixpont-iteraciéval!

Megoldds: Jeldlje F(z) := x? — 2¢/r — 2. Akkor F(1) =1-2-2<0,
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és F(4) =16—2-2—2 > 0, igy az egyenletnek van megoldasa az [1, 4]
intervallumban.

Vezessiik vissza az egyenletmegoldast fixpontproblémara:
r=v2-\/Vr+1= f(z)

Az f leképezés monoton né, f(1) = v2-V1+1 = 2 € [1,4] és
f(4) =Vv2-vV2+1 =6 € [1,4]. Ezért f az [1,4] zart intervallu-
mot énmagaba képezi. Es itt f kontrakcié, mert:
1 1 1

L =-<1

1 1
Ve aE S s T

A fixponttétel tehat alkalmazhatd. Az @,y := f(x,) fixpont-iterdcids
sorozat konvergens minden zg € [1,4] kezd6érték esetén (prébéljuk ki
MATLAB-bal!).

/()]

= Z

. Van-e fixpontja az f(r) := 5 + % formuldval definidlt fliggvénynek?
Alkalmazhato-e ra a fixpont-iteracio?

Megoldds: Jelélje F(z) := z — £ — 1. Akkor F(1) = 2 -1 < 0, és

F(2) = % - % > 0, igy az F(z) = 0 egyenletnek van megoldasa (tehat

f-nek van fixpontja) az [1, 2] intervallumban.

Az f leképezés most nem monoton az [1,2] intervallumon, mégpedig
loklis minimuma van az = /3 helyen (ellendrizziik!). Minimalis

értéke itt: f(\/3) = @ + % > 1. Ugyanakkor f monoton fogy az

[1,4/3] intervallumon, és monoton né a [v/3,2] intervallumon. Mivel
pedig f(1) = +1 € [1,2], és f(2) = 2+4 €[1,2], azért f az[1,2] zart
intervallumot 6nmagdba képezi. Es itt f kontrakcié, mert ha = > 1,

akkor: . .
@)= g <5 <1

A fixponttétel tehéat alkalmazhat6. Az zy41 := f(z,) fixpont-iterdcids
sorozat konvergens minden zg € [1, 2] kezd6érték esetén (prébéljuk ki
MATLAB-ball).
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6. Keressiik meg az 22 — 22 — 3 = 0 egyenlet gyokeit fixpont-iterdciévall

Megoldds: (Az egyenlet gyokei: (—1) és 3.) Az egyenletet tobbféleképp
is lehet fixpont-alakra hozni.

(a) x = V2x+3 =: f(zx). Akkor f monoton né z > 0O-ra, f(0) =
V3 €10,4], és f(4) = V11 € [0,4]. Ezért f az [0,4] zart intervallumot
onmagaba képezi. Es itt f kontrakcid, mert:

, 2 1
) = | | < 5 <1
A fixponttétel tehat alkalmazhaté. Az x4 = f(x,) fixpont-iterdcids
sorozat konvergens minden xg € [0, 4] kezdéérték esetén (és 3-hoz tart).
Megjegyezziik, hogy f a bévebb [0,+00) intervallumot is 6nmagéba
képezi, és itt is kontrakcié marad, azaz a fixpont-iteracids sorozat xg
kezddértéke tetszoleges pozitiv szam lehet.

(b) x = %5 =: f(z). Most

, _ 3
fiz) = —ma

ezért |f(3)] =3 > 1, tehdt f az x = 3 fixpont kornyezetében biztosan
nem kontrakcié. (Prébaljuk meg a fixpont-iteraciét pl. az xg := 2.9,
majd az xp := 3.1 kezdGértékekrsl inditani!)

Ugyanakkor f monoton fogy a (—oo, 0] intervallumon, és lim,_, _ f(z)

0, f(0) = —3 miatt a (—o0, 0] zrt intervallumot Snmagédba képezi. Es
itt f kontrakcid, mert:

3 3

If (z)] = @_2)7 < (—2)2 <1

A fixponttétel tehat alkalmazhaté. Az x4 := f(x,) fixpont-iterdcids
sorozat konvergens minden z¢ <= 0] kezd8érték esetén (és (—1)-hoz
tart).

(¢)x = 9”2273 =: f(ac) Most | f'(z)| = |x|, és ez & = —1 és x = 3 esetén
sem kisebb 1-nél. Igy f nem kontrakcié egyik gyock kornyezetében sem.
Az 211 = f(zy,) fixpont-iterdcids sorozat csak az xg := —1 vagy az
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xo := 3 értékekbdl inditva konvergens, egyébként divergens (prébéljuk
pl. g := 0.9 vagy z( := 3.1-bél inditanil!).

2 = cos  egyenlet pozitiv gyokét fixpont-iteracidval!

. Keressiik meg az x
Megoldds: Jelélje F(z) := x> —cosz. Akkor F(0) = —1 < 0,és F(3) =

%2 — 0> 0, igy az egyenletnek van megolddsa a [0, 7] intervallumban.

Ennél pontosabb becslést is tehetiink: mivel F(0) < 0 és F(3F) =
96%2 — COS 3{ > 96%2 —1 >0, igy az egyenletnek van megoldésa a [0, %”]
intervallumban.

Az egyenletet tobbféleképp lehet fixpont-probléméra visszavezetni.

(a)

cosx
= =: f(x
52— fa)
Az f leképezés a [0, %’r] intervallumot nem képezi 6nmagédba. FEzen-
feliil:
() = (—=sinz) -z — (cosx) - 1 _ _sinz  cosw
x2 x 22’
ezért az x* fixpontban:
/oy sinx®  cosz*  sinz”
flay = - _es_ gy

Kovetkezésképp |f'| > 1 nemcsak az z* fixpontban, hanem annak egy
egész kornyezetében is.

Tehat f nem kontrakcié a fixpont egy kornyezetében, igy a fixponttétel
nem alkalmazhat6. Az x,41 := f(x,) fixpont-iterdciés sorozat nem
konvergdl a fixponthoz (prébaljuk ki MATLAB-bal!).

()

x = +/cosz =: f(x)
Az f leképezés monoton fogy a [0, 5] intervallumon, igy a néla sziikebb
[0, 3%] intervallumon is. Tovdbbéd f(0) = 1 € [0,3F], és f(3F) > 0,
ezért f monoton fogydsa miatt f(2F) € [0, 2F]. Tehdt f a [0, 3Z] zdrt
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intervallumot 6nmagaba képezi. Es ezen az intervallumon kontrakcio,
mert:

1 _ 1 [sinz 1
]f’(x)]:‘m-(—smx) =5V oz :5\/smx~tgm

A jobb oldal mint z fiiggvénye monoton né a [0, %”] intervallumon, igy:

1/ 3r 3
I (z)] < 5,/@% : tgg ~ 0.7467 < 1.

A fixponttétel tehat alkalmazhaté. Az x4 := f(x,) fixpont-iteracids
sorozat konvergens minden zg € [0, %’r] kezd6érték esetén (probaljuk
ki MATLAB-bal!).

. Keressiik meg az x = cos 2x egyenlet pozitiv gyokét fixpont-iteracidval!

Megoldds: Jelolje I'(x) := x—cos2z. Akkor F(0) = —1<0,és F(}) =
T —0>0, igy az egyenletnek van megoldasa a [0, ] intervallumban.
Az egyenletet tobbféleképp lehet fixpont-probléméra visszavezetni.

(a) A legkézenfekvébb a kovetkezd vélasztds, hiszen a feladat eleve
fixpontproblémaként van megfogalmazva:

x = cos2x =: f(x)

Az f leképezés a [0, 7] intervallumot nem képezi 6nmagéba (mér f(0)
sem esik ebbe az intervallumba). Ezenfeliil: |f’(z)| = 2|sin2z|, és ez
pl. az x = 7 helyen 2-vel egyenl6, azaz f nem kontrakci6 ezen az in-
tervallumon. A fixponttétel nem alkalmazhaté. Az x,11 := f(xn)
fixpont-iteraciés sorozat nem konvergal a fixponthoz (prébéljuk ki
MATLAB-bal!).

®) arccos
v = TOOT . f)
Az f leképezés monoton fogy a [0, 7] intervallumon. Tovabba f(0) =

, arccos T ) ) .
arceoso _ o gy f(§) = —=—* > 0 1igy f monoton fogydsa miatt

2 4
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f(5) €10, %]. Tehat f az [0, %] zart intervallumot 6nmagaba képezi.

Es ezen az intervallumon kontrakcid, mert:
1
2v1 — x2
T

A jobb oldal mint z fiiggvénye monoton né a [0, %] intervallumon, igy:

()] =

1
If (z)] € ——— ~0.8077 < 1

2
24/1 — 7{—6
A fixponttétel tehat alkalmazhatd. Az x4 := f(x,) fixpont-iterdcids
sorozat konvergens minden xq € [0, 7] kezdéérték esetén (prébaljuk ki
MATLAB-bal!).
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4 Fixpont-iteracié linearis egyenletrendszerekre

1. Konvergens-e az x = Bx + f alaku linedris egyenletrendszerre alkal-

o 2 _1
5 5
mazott (") .= Bz(™ + f fixpont-iterdcié? B := 0 O % ,
11
-5 = 0
3 6

és f =

O I DU

Megoldds: A B métrix sor-norméja max(2,3,3) = 2 < 1. (Oszlop-
norméja is kisebb 1-nél — ellenérizziik!) Tehat az ("t := Bz 4 f
fixpont-iteracié barmely z(©) € R3 kezdéérték mellett konvergens. A

konvergencia ténye az f vektortdl fiiggetlen.

2. Konvergens-e az x = Bx + f alaku linedris egyenletrendszerre alkal-

0 2 -2
mazott ("t := Bz(™ 4 f fixpont-iteracié? B:= | 0 2 3 |,és
0 0 2
1
f=11
1

Megoldds: A B métrix sor-norméja 5, oszlop-norméja 7, ami nem ele-
gendd a konvergencia biztositasahoz. Ezért a spektralsugar kiszdmitasa
sziikséges. B sajatértékei 0 és 2 (ellendrizzik!), azaz p(B) > 1. Ezért
az x(" 1) .= Bz 4 f fixpont-iteracié divergens (prébaljuk ki MATLAB-
ban!).

3. Konvergens-e az x = Bx + f alaku linedris egyenletrendszerre alkal-
mazott (") := Bz 4 f fixpont-iterdcié? Az zérusvektorbdl in-
dulva, hany iteraciés 1épés utan csokken biztosan a maximum-norméaban

0.1 0.3 0.5 1
mért hiba 0.001 ala? B:= | 0.2 0.5 0.1 |,és f:=| 1
0.7 0.1 0.1 1

Megoldds: A B métrix oszlop-normédja 1 (ez még nem elég a konver-
gencia biztositasahoz), de a sor-norméja 0.9, azaz 1-nél kisebb. fgy
az (") .= Bx(™ 4 f fixpont-iterdcié barmely z(©) € R3 kezdéérték
mellett konvergens.
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A hibabecsléshez felhasznaljuk az aldbbi formulét:

[1B"

o — %] < =
L—|B]|

lz® = )

Mivel az elérni kivant hibaszint maximum-norméaban adott, ||B|| gya-
nant a maximum-norma altal indukélt matrixnorma, azaz a sor-norma

0 1
hasznélandé. Mivel (9 := [ 0 |, azért nyilvan 2z .= [ 1 |. Az
0 1
n-edik iteralt hibdja ezért igy becstilheto:
0.9"
= -1=10-0.9"
1 =27l < 705

A jobb oldal biztosan nem marad 0.001 felett, ha 0.9™ < 0.0001, azaz,
han > % ~ 87.4. A maximum-normdban mért hiba tehat a 88.
iteraciés 1épés utan méar biztosan nem haladja meg a 0.001 értéket.
(Megjegyezziik, hogy a becslés nem éles: valdjaban mar kevesebb

iterdcids 1épés is elég ehhez — prébaljuk ki MATLAB-ban!)
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5 Az egyszerii iteracié (Richardson-iteracio)

1. Milyen w paraméter mellett konvergens-e az Ax = b alaku linedris
egyenletrendszerre alkalmazott 2"+ := (I — wA)z(™ + wb itericié?
Mi az w paraméter optimélis értéke? Az optimélis paraméterértéket
haszndlva és az iteracidt a zérusvektorbdl inditva, héany iteracios 1épés
kell ahhoz, hogy a maximum-normaban mért hiba 0.0001 ala csokken-

2 -1 1
S ? o ' —
Jen.A.—<_1 2>,esb.—<1>.

Megoldds: A 2 x 2-es A matrix szimmetrikus és pozitiv definit (mert
determindnsa is (ami a sajatértékek szorzata) és nyoma is (ami a
sajatértékek Osszege) pozitiv), igy az iterdcié minden, "elég kicsi”
pozitiv w paraméter mellett konvergens. Hasznéljuk fel, hogy a konver-
gencidhoz elegendo, ha 0 < w < ﬁ tetszbleges, vektornorma altal in-
dukalt matrixnorma mellett. Hasznaljunk sor-normaét, ebben ||A|| = 3.
Tehat az iteracio biztosan konvergens, ha 0 < w < %

Az optimdlis paraméter: wop = m, ahol Apmin az A maéatrix

legkisebb, Anax pedig a legnagyobb sajatértéke. Mivel A 2 x 2-es, azért

a sajatértékek kiszamitdsa is megtakarithato, mert Gsszegiik a matrix
1

nyoma, azaz 4. fgy Wopt = 5. (Probéljuk ki az iterdcié viselkedését

MATLAB-ban, kiillonb6z6 iterdciés paraméterek mellett!)

Az optimalis paramétervalasztds mellett az atmeneti matrix: B =

(I— % CA) = < 005 0(')5 > , melynek sor-norméja 0.5.

A hibabecsléshez felhasznaljuk az aldbbi formulét:

||B|[" 1) _ (0
[ —a*|| < == - [la) — 2]
1—|B]|
Mivel az elérni kivant hibaszint maximum-norméaban adott, ||B|| gya-
nant a maximum-norma altal indukalt matrixnorma, azaz a sor-norma

hasznalandé. Mivel z(9) = < 8 ) ; azért nyilvan V) = < 82 > Az

n-edik iterdlt hibdja ezért igy becsiilheto:

0.5"
1-05

A jobb oldal biztosan nem marad 0.0001 felett, ha 0.5™ < 0.0001, azaz,

han > % ~ 13.28. A maximum-norm&dban mért hiba tehat a 14.

-0.5=0.5"

[l — 2| <
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iteraciés 1épés utdan mar biztosan nem haladja meg a 0.0001 értéket.
(Prébéljuk ki MATLAB-ban!)

. Milyen w paraméter mellett konvergens-e az Ax = b alakd linedris
egyenletrendszerre alkalmazott (™1 := (I — wA)z(™ + wb iteracié?
Mi az w paraméter optimélis értéke? Az optimélis paraméterértéket
haszndlva és az iteracidt a zérusvektorbdl inditva, hdany iteracios 1épés
kell ahhoz, hogy a maximum-normaban mért hiba 0.0001 ala csokken-

4 -1 0 3
jen? A:=1[ -1 4 -1 |,ésb:=| 2
0o -1 4 3

Megoldds: Az A métrix szimmetrikus és pozitiv definit (MATLAB
segitségével lathatd, hogy minden sajatértéke pozitiv), igy az itercié
minden, ”elég kicsi” pozitiv w paraméter mellett konvergens. Hasznél-
juk fel, hogy a konvergencidhoz elegend6, ha 0 < w < ﬁ tetszbleges,
vektornorma altal indukalt méatrixnorma mellett. Hasznaljunk sor-

normat, ebben ||A|| = 6. Tehét az iterdcié biztosan konvergens, ha
2 _ 1
I<w< 65— 3
LT , . . 2 ) L
Az optimdlis paraméter: wyy = DV w— ahol Apnin az A matrix

legkisebb, Anax pedig a legnagyobb sajatértéke. A sajatértékeket MAT-
LAB-bal szamolva adédik, hogy wepr = 0.25. (Prébaljuk ki az iterdcié
viselkedését MATLAB-ban, kiilénb6z6 iteraciés paraméterek mellett!)

Az optimalis paramétervalasztds mellett az atmeneti matrix: B =

0 025 0
(I-025-A)=1[ 025 0 0.25 |, melynek sor-norméja 0.5.
0 025 0
A hibabecsléshez felhasznaljuk az aldbbi formulét:
« ||B|[" 1 _ .0
o) — 2| < = - |2 — 2]
1Bl

Mivel az elérni kivant hibaszint maximum-norméaban adott, ||B|| gya-
nant a maximum-norma altal indukélt matrixnorma, azaz a sor-norma

0 0.75
hasznéland6. Mivel (9 := [ 0 |, azért nyilvan z) := [ 0.50
0 0.75
Az n-edik iteralt hibdja ezért igy becsiilheto:
0.5"
) ¥ < -0.75 = 1.5-0.5"
[l ="l < =55
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A jobb oldal biztosan nem marad 0.0001 felett, ha 0.5™ < 0.0001, azaz,

0.0001

han > Oigé:g ~ 13.87. A maximum-normdaban mért hiba tehat a 14.

iteraciés 1épés utan mar biztosan nem haladja meg a 0.0001 értéket.
(Prébaljuk ki MATLAB-ban!)
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6 A Jacobi-iteracio

Az itteni feladatokban el6fordulé A métrixot mindig felbontjuk A = L +
D + U moédon, ahol D diagonalmatrix, L szigord alsé, U szigoru felso
haromszogmatrix.

1. Konvergens-e az Az = b alaki linearis egyenletrendszerre alkalmazott
(D) = DL 4 U)z™ 4+ D~'b Jacobi-iterdcié?

5 —2 1 4
A=10 3 -1 |,ésb:=[ 2
2 —1 6 7

Megoldds: Az A matrix diagondlisan dominéns, igy a Jacobi-iterdcio
biztosan konvergens. Szamitsuk ki gyakorlasképp a B := —D~!(L+U)
atmeneti matrixot:

0

1
PO 5
3
B sor-normaja és oszlop-normaja is 1-nél kisebb, tehat ismét megkap-
tuk, hogy a Jacobi-iteracié konvergens minden kezd6vektorbdl inditva.

(Prébaljuk ki MATLAB-ban!)

_1
5

o= O U

2. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
() .= — DL 4+ U)2™ + D~1b Jacobi-iterdci6?

1 0 —05 0.5
A= -1 1 -1 ,ésb:=| -3
-05 0 1 0.5

Megoldds: Az A matrix nem diagondlisan domindns, ezért a B :=
—D~Y(L + U) atmeneti matrixot kell vizsgalni:

0 0 05
B = 1 0 1
05 0 O

B sor-norméja 2, oszlop-norméja 1.5, egyik sem kisebb 1-nél, dgyhogy
a konvergencia ezek alapjan még nem donthet6 el. Ki kell szamitani B
spektralsugarat. B sajatértékei: 0, 0.5 és (—0.5) (ellendrizziik!), tehat
a spektralsugar: p(B) = 0.5 < 1. Ezért a Jacobi-iteracié konvergens
minden kezd6vektorbdl inditva. (Prébéljuk ki MATLAB-ban!)
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3. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
() .= — DL 4 U)2™ + D~1b Jacobi-iterdci6?

1 -1 —05 1.5
A= -1 1 -1 |.,ésb:=| —6
05 1 1 0.5

Megoldds: Az A matrix nem diagondlisan domindns, ezért a B :=
—D~Y(L + U) atmeneti métrixot kell vizsgalni:

0 0 05
B = 1 0 1
05 -1 0

B sor-normaja 2, oszlop-norméja is 2, azaz 1-nél nem kisebb, dgyhogy
a konvergencia ezek alapjan még nem donthet6 el. Ki kell szamitani B
spektralsugarat. B sajatértékei: 0, 0.5 és (—0.5) (ellendrizziik!), tehat
a spektralsugar: p(B) = 0.5 < 1. Ezért a Jacobi-iteracié konvergens
minden kezd6vektorbdl inditva. (Prébéljuk ki MATLAB-ban!)

4. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
() .= — DL 4+ U)z™ + Db Jacobi-iterdci6?

2 11 1
A=|1 2 1 |,éb:=] —1

11 2 1
Megoldds: Az A matrix nem diagonalisan dominédns (csak majdnem),
ezért a B := —D71(L + U) dtmeneti métrixot kell vizsgalni:

0 -05 —-0.5

B=| -05 0 -05

-05 —-05 0

B sor-norméja 1, oszlop-norméja is 1, azaz éppen nem teljesiil még
a konvergencia elegendé feltétele, a konvergencia ezek alapjan még
nem dontheto el. Ki kell szamitani B spektralsugarat. B sajatértékei:
(—1), 0.5 és (0.5) (ellenérizziik: az I + B matrix sajatértékeit méar
harmadfoki egyenlet megoldasa nélkiil is lehet szamitani!), tehdt a
spektralsugar: p(B) = 1. Ezért a Jacobi-iterdcié nem konvergens.
(Prébéljuk ki MATLAB-ban a zérusvektorbdl inditva az iterdciét!)

5. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
z( ) .= — DL 4+ U)z™ + Db Jacobi-iterdci6?
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1 2 =2
A= 1 1 1
2 2 1

Megoldds: Az A matrix nem diagondlisan domindns, ezért a B :=
—D~Y(L + U) atmeneti métrixot kell vizsgalni:

0o -2 2
B=| -1 0 -1
-2 -2 0

B sor-norméja 4, oszlop-norméja is 4, azaz nem teljesiil a konvergen-
cia elegendé feltétele, a konvergencia ezek alapjan még nem doéntheto
el. Ki kell szamitani B spektralsugarat. B minden sajatértéke 0
(ellendrizziik!), tehat a spektralsugar: p(B) = 0. Ezért a Jacobi-
iteracié konvergens.
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7 A Gauss-Seidel-iteracido

Az itteni feladatokban el6fordulé A métrixot mindig felbontjuk A = L +
D + U moédon, ahol D diagonalmatrix, L szigord alsé, U szigoru felso
haromszogmatrix.

1. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
D) .= (L + D)~'Uz™ 4 (L + D)~'b Seidel-iteracié?

5 =2 1 4
A=10 3 -1 |,ésb:=| 2
2 -1 6 7

Megoldds: Az A matrix diagonalisan domindns, igy a Seidel-iteracio
biztosan konvergens. Szamitsuk ki gyakorlasképp a B := (L+D)~'(~U)
atmeneti matrixot:

00 02 -1 0o 2 -1
B=| 0 %0 00 1 |=lo0o o 1
1 1 2 33
15 8 00 0 0 -5 370

B sor-normaja és oszlop-normaja is 1-nél kisebb, tehat ismét megkap-
tuk, hogy a Seidel-iterdacié konvergens minden kezdévektorbdl inditva.
(Prébéljuk ki MATLAB-ban!)

2. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
() .= (L 4+ D)~'Uz™ + (L 4+ D)~'b Seidel-iteracié?

2 11 1
2 ,ésb:=| —1
1

A= 1
2 1

—_

Megoldds: Az A matrix nem diagondlisan dominéns, de szimmetrikus
és pozitiv definit: a szimmetria ranézésre megallapithatd, a pozitiv
definitség pedig abbdl kovetkezik, hogy a féminorok pozitivak (ellen-
6rizziik!). Tehat a Seidel-iteracié konvergens.

Ez az atmeneti matrix vizsgalataval is megkaphato.
0 —-05 -05
B=—(L+D)'U=| 0 025 -025
0 0.125 0.375

B sor-norméja 1, oszlop-normaja 1.125, azaz a konvergencia ezek alap-
jan még nem donthet6 el. Ki kell szamitani B spektralsugarat. B
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sajatértékei (MATLAB-bal szamolva): 0, 0.3125+ 0.1653i és 0.3125 —
0.1653i tehat a spektralsugar: p(B) = 0.3535 < 1. Ezért a Seidel-
iterdcié konvergens. (Prébaljuk ki MATLAB-ban a zérusvektorbdl
inditva az iterdciét!)

. Konvergens-e az Ax = b alaku linedris egyenletrendszerre alkalmazott
z(t) .= (L 4+ D)~'Uz™ + (L 4+ D)~'b Seidel-iteracié?

1 2 =2
A= 1 1 1
2 2 1
Megoldds: Az A métrix nem diagondlisan dominéns, és nem is 6nadjungalt,
ezért a B := (L + D)~ '(—U) atmeneti matrixot kell vizsgdlni:

1 0 0 0 -2 2 0 -2 2
B=|-1 1 0}-{0 0 -1 |=]10 2 =3
0 -2 1 0 0 O 0o 0 2

B sor-norméjat, és oszlopnormajat nem is érdemes kiszamitani, mert
B fels6 haromszogmatrix, igy a sajatértékek kozvetleniil leolvashatdk,
a fédiagonalisrél. A sajatértékek tehat 0 és 2, igy a spaktralsugar:
p(B) = 2. Ezért a Seidel-iteracié nem konvergens.
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8 A Gauss- és a Gauss-Jordan eliminacio

1. Regularisak-e az alabbi matrixok?

1 3 2
() A:=1 0 1 5

0 0 2

1 -1 1
b)A=11 1 3

1 -3 -1

Megoldds:

(a) regularis, mert det(A) =1-1-2#0

(b) szinguldris, mert det(A) = 1-(—=14+9)—(—1)-(-1-3)+1-(=3—1) =
0.

Megjegyzés: A (b) esetben a matrix szingularitdsa gy is beldthato,
hogy az Az = 0 homogén egyenletnek van nemtrividlis megoldésa, pl.
(2,1,-1).

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert Gauss-elimindcidval:

2¢1 — 3z2 + w3 = -1
xrT — 21‘2 — 3.%'3 = 6
21 + x99 4+ x3 = 3

Megoldds: A szédmitds séméja a kovetkezs:

2 -3 1]-1
1 -2 3] 6
2 1 1 3

Eliminaljunk az els6 oszlopban. A szamolas egyszeriibb, ha ai; elem
éppen 1. Ezért cseréljiik fel az 1. és 2. sorokat, majd az (1j) 1. sor
(—2)-szeresét adjuk hozzd a 2., majd a 3. sorhoz.

2 -3 1]-1 1 -2 3| 6
1 -2 3] 6 — 2 -3 1] -1 —
2 1 1 3 2 1 1 3
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1 -2 -3 6
0o 1 7|-13
0o 5 7| -9

Végezziik el az elimindlast a 2. oszlopban. A 2. sor (—5)- sz0rosét
adjuk hozza a 3. sorhoz.

1 -2 =3 6
0 1 7| —-13
0 0 —-28| 56

Ez azt jelenti, hogy:

Xr1 — 2.7}2 — 3.7}3 = 6
Tro+Txs = —13
—28z3 = 56

Az utolsé egyenletbdl:
T3 = —2

Visszahelyettesitve ezt a méasodik egyenletbe, innen:
To =1

Visszahelyettesitve az els6 egyenletbe x3 és xo értékeit, kapjuk, hogy:
T =2

Tehat a megoldas:

1‘1:2 IL‘QZI 1}3:—2

. Oldjuk meg Gauss-eliminéciéval az alabbi egyenletrendszert:

x + 4y + 2z = )
-3z + 2y + =z = -1
4 — y — z = 2

Megoldds: A szédmitds séméja a kovetkezo:

1 4 2 ) 1 4 2 )
-3 2 1] -1 -1 0 14 7 14 | —
4 -1 -1 2 0 —-17 -9 | —18
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1 4 2 14 2
10 1 1 1 |—=>1o01 3 1] -
0 —17 -9 | —18 00 —3 | -1
14 215 14011
—»1lo0o1 3|1 ]=(010]0]=—
00 1]2 0012
100 |1
-1 01010
0012
A megoldas tehdat: x =1,y =0, z = 2.

. Oldjuk meg a kévetkezd linearis egyenletrendszert Gauss-Jordan-elimindciéval:

201 — 3x0 + 3 = -—1
rT — 21’2 — 31‘3 = 6
2r1 + x99 4+ x3 = 3

Megoldds: Felcserélve az 1. és 2. sorokat, majd az (4j) 1. sor (—2)-
szeresét hozzdadva a 2., majd a 3. sorhoz:

2 -3 1]-1 1 -2 3] 6

1 -2 3| 6 — 2 -3 1|-1 —
2 1 1 3 2 1 1 3

1 -2 -3 6

0 1 7| —13

0o o5 7| -9

A maésodik sor segitségével elimindljunk lefelé:

1 -2 =3 6
0 1 7| —13
0 0 —-28| 56

Folytassuk az elimindalast felfelé is. (Ebben kiilonbozik a Gauss-Jordan-
algoritmus a Gauss-elimindciétdl.) A mésodik sor kétszeresét az elsd
sorhoz adva:

10 11| =20 1 0 11| -20
0 1 7| —13 — 01 7|-13
0 0 —28| 56 00 1| =2
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A harmadik oszlopban felfelé elimindlva:

1 0 0| 2
01 0] 1
0 0 1|-2
Innen végil:
.’E1:2, 352:1, 333:—2

. Oldjuk meg a kovetkezo linearis egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval:

2x1 — Tro + r3 = 3
21 + 2y — 4z =
TG — 2x9 4+ 3x3 = 1

Megoldds: Mindenekel6tt: a rendszer matrixa most szinguldris (mert
determindnsa 0; ellenérizziik!). Ez azt jelenti, hogy a megoldhatéség
a jobb oldaltdl fiigg: vagy van megoldas (és akkor mindjért végtelen
sok is), vagy nincs megoldds. A szdmitds sémdja a kovetkez:

2 -1 1|3 1 -2 3|1
2 2 44| =2 2 -44 |
1 -2 3|1 2 -1 1|3
1 -2 3|1 1 -2 3|1
0 6 —10(2 | >0 1 —=2]3
0 3 -5|1 0 0 00

Az utolsé eliminalasndl a 3. sor csupa 0 lett. Ez azt jelenti, hogy az
egyik ismeretlen, pl. x3 szabadon megvélaszthaté: x3 :=t (ahol t € R
tetszoleges). Igy a 3. sor igy alakul:

—2

o O
— wolot QO
~ W= =

1
0

Az eliminalast folytatva:

1 -2 0] 1—3t 100%—|—§t
1 , 5

0 1 0[i+3¢ - 01 0|%+3t

0 0 1 t 0 0 1 t
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Az egyenletrendszernek tehat végtelen sok megoldasa van, mégpedig
tetszéleges t € R mellett:
5 1 1

Ty =—-+=-t, x9=—-+

§t xr3 =1
373 3737 T

6. Oldjuk meg a kovetkezd linedris egyenletrendszert Gauss-elimindciéval:

200 — x9 4+ 3x3 + 1z = 0
g — X9 — 223 + 3zy = 0
r1 + To + 2x3 — 2x4 = 0
r1 + 21’2 — r3 — 21‘4 =0

Megoldds: A szamitds séméja a kovetkezo:

2 -1 3 1]o0 1 -1 -2 3]0
1 -1 -2 3lo 2 -1 3 1|0
1 1 2 =200 | 71 1 2 =20 |
1 2 -1 —210 1 2 -1 —2/0
1 -1 -2 3o 1 -1 -2 3]0
o 1 7 50| [0 1 7 5l0]|
0 2 4 —5|0 0 2 4 —5|0
1 2 -1 —210 0 3 1 =50
1 -1 -2 3]0 1 -1 -2 3]0
o 1 7 50| _[o 1 7 =500
0 0 —10 5|0 0 0 —10 5|0
0 0 —20 100 O 0 0 0|0

Fellépett egy csupa nullabdl all6 sor. Ez azt jelenti, hogy az egyik is-
meretlent (célszertien x4-et), szabadon megvélaszthatjuk, igy végtelen
sok megoldas van. Legyen tehat x4 := t és folytassuk az elimindlast.

1 -1 -2 3]0 1 -1 -2 3]0
0 1 7 50| _ |0 1 7 -5/0]|
0 0 —-10 5|0 0 0 -2 1]0
0 0 0 1|t 0 0 0 1|t
1 -1 -2 0| -3t 1 -1 -2 0| -3t
0 1 7ol 5| |0 1 7O 5|
0 0 -2 0| —t 0 0 1 0| it
0 0 0 1| ¢ 0 0 0 1| ¢
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1 -1 0 0|—2¢ 1 00 0|3t

0 10 0| 3t 01 00| 35t

1 - T

0 0 1 0| 3t 0010 3t

0 0 01 t 00 01 t

Innen az egyenletrendszer megoldésa leolvashato:

¢ 8 _t L,
xr1 = 25 z2 27 $3_27 Ty =

ahol t € R tetszoleges.

. Szamitsuk ki Gauss-elimindcidval az aldbbi matrix inverzét:

-2 3 1
A= -1 1 1
2 -2 -1

Megoldds: A szédmitds séméja a kovetkezo:

-2 3 111 0 O
-1 1 110 1 0
2 -2 -1]0 0 1

Els6 1épésben cseréljiik fel az 1. és a 2. sort, majd végezziik el az els6
oszlop eliminaldsat.

-1 1 110 1 0 1 -1 -1]0 -1 0

-2 3 111 0 0 | =10 1 =111 -2 0 | —
2 -2 -1|0 0 1 0 0 1j]0 21

1 -1 0|0 1 1 10 011 1 2

0 1 0/j1 01 }|—={01TU0]1 01

0 0 1j0 2 1 0 0 1]0 21

Kaptuk tehat, hogy:

11 2
Al=11 0 1
0 2 1
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8. Szamitsuk ki Gauss-elimindcioval az aldbbi matrix inverzét:

1 1
A= 0 2
-1 2

w O O

Megoldds: A szamitds séméja a kovetkezo:

101|100 101[100
002(010]=[002]010]=
-1 3 2[00 1 033|101
101]100
—~{002]010
1 1
011]%Lo0 4

Cseréljiik meg a 2. és 3. egyenletet (a hozzdjuk tartozo jobb oldalakkal
egyliitt, hogy az eliminaciot folytatni tudjuk:

101100 101|100
1 1 1 1
011 5 03 | =011 5 0 3 | —
002|010 001|030
100 1—%0
1 1
=1010]3 —5 3
0010 4 0
Az inverz matrix tehét:
1 -3 0
Al 1 _I 1
1
2
9. Hogyan alakul a
tr + y + =z 1
r + ty + 2z =
r + oy + tz = t

egyenletrendszer megoldhatdsiga a t valés paraméter kiillonbozé értékei
mellett?
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Megoldds: Ha a rendszer determinansa nem 0, akkor a rendszer egyértelmiien
megoldhaté. Vizsgaljuk meg tehat, hogy milyen ¢ értékek mellett zérus
a determindns.

A determindns kifejtése:
-1 —(t—D+Q—t)=(t—1)(t>+t—-2)

FEzért a determinans pontosan akkor zérus, ha t = 1 vagy
24+t —-2=0,azaz t =1 vagy t = —2.
A t =1 esetben az egyenlet:

r +y + 2z =1
r + y + =1
z + y + 2z =1

ennek pedig végtelen sok megoldasa van: két ismeretlen, pl. y és z
szabadon megvalaszthaté, ezekutdn z =1 —y — 2.

A t = —2 esetben az egyenlet:

2z + y + =z = 1
r — 2y + z = =2
z + y — 2z = 4

Osszeadva az egyenleteket, a bal oldalak Osszege 0, a jobboldalaké
1, ami nem lehetséges. Ekkor tehat az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.
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9 Matrixok sajatértékei és sajatvektorai

1. Szamitsuk ki az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

-2 1 1
A= 1 -2 1
1 1 -2

Megoldds: A karakterisztikus polinom:

—2-A 1 1
det(A — \I) = det 1 —2—-2) 1] =
1 1 —2-A

= (—2-N[2+N? 1] (—2-A-D+(1+24+N =
=—A+2P 424+ A+ 2+ A+ 1 +1+2+ A=
=2 —6A%7 =9\ = —\(\ + 3)?

A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei, tehat a 0 és a —3
szamok.

A )\ = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor a

-2 1 1
(A—-0-1)s = 1 =2 1 |s=0
1 1 =2
homogén egyenlet nemtrividlis megoldasa. Ilyen megoldés (konstans
1
szorzotol eltekintve) egyetlenegy van, az s = [ 1 | vektor.
1
A )\ = —3 sajatértékhez tartozd sajatvektor a
111
(A+3-I)s=[ 1 1 1 |s=0
111

homogén egyenlet nemtrividlis megoldasa. Itt most két ismeretlen
is megviélasztaté szabadon, igy két, linearisan fiiggetlen megoldas is

-1 1
létezik, pl. az s = 0 ,ésaz s= | —2 | vektor.
1 1
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2. Hatarozzuk meg az

A=

O =
|

O ==

o O O

matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldds: A karakterisztikus polinom:

—-1-A 1 0
det(A — \I) = det 1 -1-Xx 0 |=
0 0 =X

=AM(=A=1)2 =1 = XA +2)) = X2(A +2)

A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei: Ay = Ay = 0 és
A3 = —2.

A X\ = 0 sajatértékhez tartozé sajatvektor a

-1 1 0
(A-0-I)s= 1 =1 0 |s=0
0 00
homogén egyenlet nemtrividlis megoldéasa. Ilyen kettd is van, melyek
1 0
linedrisan fiiggetlenek. Ezek alakja s = 1 |, éss=1] 0 (Pon-
0 1
u
tosabban, a sajatvektor altalanos alakja most: s = | u |, ahol u és
v
v koziil legaldbb az egyikiik nem zérus.)
A )\ = —2 sajatértékhez tartozd sajatvektor a
110
(A+2-I)s=[ 1 1 0 |s=0
00 2
homogén egyenlet nemtrividlis megolddsa. Ilyen (konstans szorzétdl
1
eltekinve) egyetlenegy van, éspedig: s = [ —1
0
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3. Hatarozzuk meg az

8 0 3
A= 2 21
-2 0 3

matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

Megoldds: A karakterisztikus polinom:

8— A 0 3
det (A — \) = 2 2\ 1| = (@2=MN)((8=N)(3—-)\)+6)
-2 0 3—AX

A sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei: Ay = 2, Ao = 5 és
A3 = 6.

A )\ = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor az

6 0 3
(A-2-1)= 2 01 |s=0
-2 0 1
homogén egyenlet nemtrividlis megolddsa. Ez konstans szorzotdl el-
0
tekintve egyértelmii, éspedig: s = | 1
0

A )\ = 5 sajatértékhez tartozo sajatvektor az

3 0 3
(A=5-1)= 2 -3 1 |s=0
-2 0 =2
homogén egyenlet nemtrividlis megoldasa. Ez konstans szorzétdl el-
3
tekintve egyértelmi, éspedig: s = 1
-3

A X\ = 6 sajatértékhez tartozé sajatvektor az

2 0 3
(A-6-N)=| 2 -4 1 |s=0
—2 0 -3
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homogén egyenlet nemtrividlis megolddsa. Ez konstans szorzotdl el-
3
tekintve egyértelmii, éspedig: s = 1

—2
o iy , I 1),
. Definitség szempontjabol osztilyozzuk az A := | o )82 B =

( _2 g ) Onadjungalt matrixokat.

Megoldds: Az A matrix pozitiv definit, mert determindnsa és nyoma
egyarant pozitiv. A B matrix indefinit, mert determinansa negativ.

4 1 3
. Definitség szempontjabol osztélyozzukaz A := | 1 2 0 | 6nadjungilt
3 0 8

matrixot.

Megoldds: frjuk fel az A matrix minormatrixait.

Ay =(4)
4 1
o)
41 3
Ag=1[1 2 0
308

Szamitsuk ki a minormatrixok determinénsait:

detA1:4
4 1
detAg—det<1 2>—8—1—7
4 1 3
det A3 =det| 1 2 0 | =3-(-6)—0+8-7=38

3 0 8

Az A matrix tehdt pozitiv definit, mivel minden minormétrixanak de-
terminansa pozitiv.
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10 Matrixok LU-felbontasa

1. Hatérozzuk meg az alabbi matrix LU-felbontéasat:

2 -2 4
A= -2 -1 -1
4 -1 3

Megoldds: Mindenekelott L-et a mar ismert elemeivel kitoltjik: a
féatloban 1-esek allnak, a f64atld felett zérusok:

2 -2 4 1 00
A= -2 -1 -1 L= 1 0
4 -1 3 1
Majd elkezdjiik az eliminéciét: A elsé soranak _72—szeresét kivonjuk

a mésodik, %—szeresét a harmadik sorbdl, e szorzdkat (%2 és %) pedig

beirjuk L els6 oszlopanak mésodik ill. harmadik helyére:

2 -2 4 1 00

0 -3 3 L= -1 1 0

0 3 -5 2 1
Folytatjuk az eliminaciét: a matrix masodik soranak %—Szorosét kivon-
juk a harmadik sorbdl, a _ig szorzot pedig beirjuk L maéasodik osz-

lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl felsé haromszog
métrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U madtrixa), és egyidejileg az
L-et is megkaptuk.

2 -2 4 1 0 0
U=10 -3 3 L=1| -1 10
0 0 -2 2 -1 1

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall)

Mds megoldds: Toltstik ki az L és U matrixok elére ismert elemeit:

o [ féatlojaban csupa 1-esek allnak;
o [ f6atloja felett csupa 0-k allnak;
e L els6 oszlopanak tovabbi elemei: Ag;/A11, Asi1/A1, Au /A, ...
o U foatldja alatt csupa 0-k dllnak;
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e U els6 sora mindig egyezik A els6 soraval.

1 00 2 =2 4
L= -1 10 U=1 0 w2 uss
2 f3p 1 0 0 wuss3

Ezekutan L k-adik sorat U j-edik oszlopéaval szorozva az eredeti A
matrix Apj-edik elemét kell kapjuk. A sorok és az oszlopok iigyes
megvalasztasaval elérhet6, hogy minden igy nyert egyenletben csak
egy ismeretlen szerepeljen, amit aztdn mindjart be is irhatunk L ill.
U megfelel6 helyére.

Példaul, L méasodik sorat U masodik oszlopaval szorozva: (—1)-(—2)-+

1-ug2 + 0 = —1, ahonnan uos kifejezhetd: ugy = —3:
1 00 2 -2 4
L=| -1 1 0 U= 0 =3 wuos
2 f39 1 0 0 wuss3

Most L harmadik sorét szorozzuk U mésodik oszlopaval: 2 - (—2) +
l39 - (—3) +0 = —1, ahonnan /39 kifejezhetd: f39 = —1:

1 0 0 2 =2 4
L=| -1 10 U=10 -3 wuss
2 -1 1 0 0 u3s

Ezzel L-et mar ki is szamitottuk. L maésodik sorat szorozva U har-
madik oszlopdval: (—1)-4+41-ug3+0 = —1, ahonnan usog kifejezheté:
U923 = 3:

1 00 2 =2 4
L=| -1 10 U=10 -3 3
2 -1 1 0 0 wusgs
Végiil L harmadik sordt szorozva U harmadik oszlopaval: 2-4+ (—1)-
3+ 1-wu33 = 3, ahonnan uss kifejezhetd: uszs = —2:
1 00 2 -2 4
L=| -1 10 U= 0 -3 3
2 -1 1 0 0 -2

Ezzel a kivant LU-felbontast megkaptuk.
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. Hatérozzuk meg az alabbi métrix LU-felbontasét:

A=

— N
DN =~ DN
=N

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjiik: a
féatléban 1-esek allnak, a f64atld felett zérusok:

4 2 1 1 00
A=1 2 4 2 L= 10
1 2 4 1

Majd elkezdjiik az eliminaciét: A elsé soranak %-Szeresét kivonjuk a

masodik, %—szeresét a harmadik sorbdl, e szorzokat (% és %) pedig

beirjuk L els6 oszlopanak mésodik ill. harmadik helyére:

4 2 1 100

03 3 L= 110
3 15 1

0 5 7 1 1

Folytatjuk az elimindciét: a matrix masodik soranak %—Szeresét kivon-
juk a harmadik sorbdl, az % szorzot pedig beirjuk L masodik osz-
lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl fels6 haromszog
métrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U madtrixa), és egyidejiileg az

L-et is megkaptuk.

4 2 1 1 00
U=|(03 3 L=|3 10
00 3 1 31

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall
Prébaljuk ki az els6 feladatban mutatott matrixszorzasos maddszert
is!)

. Hatérozzuk meg az alabbi métrix LU-felbontasét:

5 =2 2
A= 25 3 2
125 15 —4
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Megoldds: Mindenekelott L-et a mar ismert elemeivel kitoltjik: a
féatloban 1-esek allnak, a f64atld felett zérusok:

5 =2 2 1 00
A= 25 3 2 L= 10
1.25 15 —4 1

Majd elkezdjiik az eliminaciét: A elsé sordnak 0.5-szeresét kivonjuk
a masodik, 0.25-szorosét a harmadik sorbdl, e szorzékat (0.5 és 0.25)
pedig beirjuk L els6 oszlopdnak mésodik ill. harmadik helyére:

5 —2 2 1 00
0 4 1 L= 05 1 0
0 2 —45 025 . 1

Folytatjuk az eliminaciot: a matrix masodik sordnak 0.5-szeresét kivon-
juk a harmadik sorbdl, az 0.5 szorzét pedig beirjuk L masodik osz-
lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl fels6 hdromszog
matrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U matrixa), és egyidejiileg az
L-et is megkaptuk.

5 -2 2 1 00
U=10 4 1 L= 05 1 0
0 0 -5 0.25 05 1

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall
Probaljuk ki az els6 feladatban mutatott matrixszorzdasos mddszert
is!)

. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix LU-felbontéasat:
2 10
A=[1 2 1
01 2
Megoldds: Mindenekelott L-et a mar ismert elemeivel kitoltjik: a
féatloban 1-esek allnak, a f6atld felett zérusok:
2 10
A=11 2 1 L=
01 2
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Majd elkezdjiik az eliminacidt: A els6 soranak %—szeresét kivonjuk a
masodik sorbdl (a harmadik sorbdl nem kell kivonni semmit, mert az
elsé eleme 0), a szorzékat (1 és 0) pedig befrjuk L elsé oszlopdnak

masodik ill. harmadik helyére:

[S Cj[Jepya—y
O NI =

— O
- o O

2 0

0 1 L=
0 2

Folytatjuk az eliminaciét: a matrix masodik soranak %-Szorosét kivon-
juk a harmadik sorbdl, az % szorzot pedig beirjuk L maésodik osz-
lopanak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl felsé haromszog
métrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U madtrixa), és egyidejiileg az
L-et is megkaptuk.

2 1 0 100
uU=[0 % 1 L=|[3 10
00 3 0 2 1

(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasavall
Prébéljuk ki az elsé feladatban mutatott métrixszorzasos moédszert
is!)

. Hatarozzuk meg az alabbi métrix LU-felbontasét:
1 11

A= 1 2 2
1 2 3

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjiik: a
féatléban 1-esek allnak, a f64tlo felett zérusok:
111 1 00
A=1|1 2 2 L= 10
1 2 3 1
Majd elkezdjiik az elimindciét: A elsé sordt kivonjuk a méasodik és a

harmadik sorbdl, az itt fellépd szorzékat (1 és 1) pedig beirjuk L elsé
oszlopanak maésodik ill. harmadik helyére:

_ = =
= O
= o O

1 11
011 L=
01 2
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Folytatjuk az elimindciét: a matrix masodik sorat kivonjuk a harmadik
sorbdl, az itt fellépd 1-es szorzdét pedig beirjuk L masodik oszlopdanak
harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl fels6 haromszog métrixot
kaptunk (ez lesz a felbontds U matrixa), és egyidejilleg az L-et is
megkaptuk.

11
0 0

—
—_ =
—_ = O
_ o O

Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitasdvall
Prébaljuk ki az els6 feladatban mutatott matrixszorzasos modszert is!
Prébaljuk az LU-felbontast nagyobb méretli, de hasonlé struktiuraja

11 11

(s . 12 2 2
matrixokra is, pl. A := 1 2 3 3
1 2 3 4

. Hatérozzuk meg az alabbi métrix LU-felbontasét:

3 3 3
A= -3 -1 -1
3 1 2

Megoldds: Mindenekel6tt L-et a mar ismert elemeivel kitoltjiik: a
féatléban 1-esek allnak, a f64atlo felett zérusok:

3 3 3 100
A= -3 -1 -1 L= 10
3 1 2 1

Majd elkezdjiik az eliminéciét: A els6 sordnak (—1)-szeresét kivonjuk a
masodik sorbdl, magat az els6 sort pedig a harmadik sorbdl; e szorzdkat
((—1) és 1) pedig beirjuk L elsé oszlopdnak masodik ill. harmadik
helyére:

3 3 3 100
0o 2 2 L= -1 10
0 -2 -1 1 1

Folytatjuk az elimindciét: a métrix mésodik sordnak (—1)-szeresét
kivonjuk a harmadik sorbdl, az (—1) szorzét pedig beirjuk L méasodik
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oszlopdnak harmadik helyére. Ezzel az eredeti matrixbdl fels6 haromszog
matrixot kaptunk (ez lesz a felbontds U méatrixa), és egyidejiileg az L-
et is megkaptuk.

3 3 3 1 00
U=10 2 2 L= -1 10
0 01 1 -1 1
(Ellenérizziik az eredményt az LU szorzat kozvetlen kiszamitésdvall

Probaljuk ki az els6 feladatban mutatott matrixszorzdasos mddszert
is!)
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11 Matrixok sajatértékeinek behatarolasa

1. A determindns kiszadmitdsa nélkiil mutassuk meg, hogy az aldbbi métrix

reguldris:
2 1 05
A=[1 3 -1
0 -1 2

Megoldds: Jelolje G(z,7) a komplex sikon a z kdzéppontd, r sugari
zart korlemezt. A matrix Gersgorin-korei: G(2,1.5), G(3,2), G(2,1).
Ezek egyike sem tartalmazza a zérust. Ezért a 0 nem sajatértéke A-
nak, igy a matrix valoban regularis.

2. A sajatértékek kiszdmitasa nélkiil (és a féminorok kiszamitasa nélkiil)
mutassuk meg, hogy az aldbbi matrix pozitiv definit:

3 =2 0.5
A= -2 3 0
0.5 0 1.5

Megoldds: A matrix onadjungalt, igy a sajatértékek valdsak, ezért a
Gersgorin-koroknek elég a valds tengellyel valé metszeteit nézni, amik
intervallumok. Ezek: [0.5, 5.5], [1, 5] és [1, 2]. Ezen intervallumok
egyesitése csupa pozitiv szamot tartalmaz. Ezért A minden sajatértéke
pozitiv, tehat a matrix pozitiv definit.

3. Adjunk az aldbbi matrix kondiciészaméara fels§ becslést:

3 =2 0.5
A= -2 3 0
0.5 0 1.5

Megoldds: A métrix 6nadjungalt, pozitiv definit (1d. az el6z6 felada-
tot), igy a kondiciészam:

cond(A) = Amax

)\min

A Gersgorin-intervallumok: [0.5, 5.5], [1, 5] és [1, 2], ahonnan:

Amax < 5.5, Amin > 0.5,
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Innen egy felsé becslés azonnal addédik:

A 5.5
d(A) = 2 < = = 11.
con ( ) )\min — 0.5
. Tekintsiik az alabbi matrixot:
4 0.5 0.25
A= 0.5 1 0
0.25 0.5 2

Gersgorin tétele szerint az A matrix 4-hez kozeli sajatértékére teljesiil,
hogy |A — 4] < 0.75 (valéban van ilyen sajatérték). Adjunk erre a
sajatértékre egy ennél pontosabb becslést.

Megoldds: Az Gtlet az, hogy barmilyen regularis C' méatrixra A és
C~1AC sajatértékei megegyeznek. A gyakorlatban ez legegyszeriibben
a diagonalmatrixokra kivitelezhetd. Probalkozzunk az alabbi diagonal-
matrixszal:

2 0 0 05 0 0
D=0 10 — D7l .= 010
00 1 00 1
Akkor:
4 025 0.125
D7 'AD := 1 1 0
0.5 05 2

(ellenérizziik!) Innen Gersgorin tétele alapjan a |A — 4| < 0.375, az
el6bbinél jobb becslés adédik. (A sajatérték 2 tizedesjegyre kerekitve
egyébként: \ = 4.12.)

Probalkozzunk most a kovetkezd diagondlméatrixszal:

4 0 0 0.25 0 0
D:=|010 — D7 t.= 010
00 1 00 1
Akkor:
4 0.1250 0.0625
D'AD = 2 1 0
1 0.5 2
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(ellendrizziik!) Gersgorin tétele alapjan most |A — 4| < 0.1875, azaz
még jobb becslést kaptunk.

Azonban ez a taktika nem alkalmazhato korlatlanul. Ha most a kovet-
kez6 diagondlmatrixszal probéalkozunk:

10 0 0 01 0 0
D= 010 — D= 010 ],
00 1 001
akkor:
4 0.050 0.025
D7'AD = 5 1 0

2.5 0.5 2

(ellenérizziik!) Most az els6 Gersgorin-kor ugyan még sziikebb lett, a
mésik kett6 viszont nagyobb, és belemetsz az elsébe. Igy a Gersgorin-
tétel alapjan csak azt mondhatjuk, hogy a sajatérték benne van a
hérom kor unidjdban, ami az el6z6eknél sokkal rosszabb becslés.

. Tekintsiik az alabbi matrixot:

2 1 05 0
1 5 0 O
A= 0o 0 -1 1
0 05 =05 1.5

Gersgorin tétele szerint az A matrix 5-hez kozeli sajatértékére tel-
jesiil, hogy |A — 5| < 1 (valéban van ilyen sajatérték). Adjunk erre a
sajatértékre egy ennél pontosabb becslést.

Megoldds: Az otlet itt is az, hogy valamilyen regularis D diagonal-
métrixszal kiszdmitjuk a D' AD métrixot: ennek sajatértékei meg-
egyeznek A sajatértékeivel.

Az el6z6 feladat megoldasabdl véve az Otletet, legyen:

1000 1 000
o200 o o050 0
D=1001 0 — Do=19 010

000 1 0 00 1
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Akkor:
2

0.5
0
0

D 'AD =

(ellenérizziik!)

2
5
0

1

05 0
0 O
-1 1
—-0.5 1.5

Innen Gersgorin tétele alapjan a |\ — 5| < 0.5, az

el6bbinél jobb becslés adddik. (A sajatérték 2 tizedesjegyre kerekitve:

A =5.31)
De ha a kovetkezd diagonalmatrixszal prébalkozunk:
1 0 00 1 0 0O
[ 0300 1. | 003333 0 O
D=10010 - D=1y 010 |
0 001 0 0 0 1
akkor:
2 3 05 0
1 | 03333 5 0 O
D™ AD := 0 0 -1 1
0 15 —-05 1.5

(ellendrizziik!) A méasodik Gersgorin-kor ugyan tovabb sziikiilt, de az
els6 tagabb lett és belemetsz a masodikba, ami elrontja a becslést.

. Tekintsiik az alabbi matrixot:

2 1
1 5
A= 0 O
0 0.5

—0.5

05 0
0 O
-1 1
1.5

Gersgorin tétele nem zarja ki a lehetOséget, hogy a méatrix szinguldris
legyen: a 3. Gersgorin-kor tartalmazza a zérust, igy az elvileg lehet
sajatértéke A-nak. Mutassuk meg, hogy a matrix mégis regularis.

Megoldds: Az otlet tovabbra is az, hogy valamilyen regularis D dia-
gondlmatrixszal kiszdmitjuk a D~'AD maétrixot: ennek sajatértékei
megegyeznek A sajatértékeivel. Igyeksziink kissé sziikiteni a 3. Gers-

gorin-kort, ezért legyen most:

10 00
01 00
D:=100 15 0 —
00 01
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Akkor:

2 1 0.75 0
1 ) 0 0

~1Ap —
DAD = 0 0 —1 0.6666

0 05 —-0.75 1.5

(ellenérizziik!) Itt mar egyik Gersgorin-kor sem tartalmazza a zérust,
tehat a zérus nem sajatértéke A-nak. Ezért a matrix valéban reguléris.
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12 Matrixok sajatértékeinek kozelito kiszamitasa.
A hatvany-modszer és valtozatai

1. Szamitsuk ki az alabbi matrix legnagyobb abszolit értékii sajatértékét
a hatvany-moddszerrel:

4 -2 —4
A= -2 1 2
-4 2 4

Megoldds: A matrix 6nadjungélt, igy a hatvany-mddszer biztosan al-

1
kalmazhaté. Induljunk ki az z(© := 1 kezd6 vektorbdl. Akkor
1
—2
M = Az0 = 1 |, a Rayleigh-hanyados pedig;:
2
(AzD) | (1)
[ER:
—18
Folytatva az iteraciét: =(2) = Az(M) = 9 |, (ami 9-szerese z(1)-
18

nek), és a Rayleigh-hanyados véltozatlan marad:

(Az®) | ()
||z (D2

Es igy tovabb, a Rayleigh-hanyadosok a 9 értéken maradnak, az iteralt
-2
vektorok pedig az 1 | vektor konstansszorosai. fgy a dominéns
sajatértéket (A =9) egyitlen iterdcios 1épés utan megkaptuk, a hozza-
-2
tartozo sajatvektor pedig az el6bbi 1 | vektor (ellenérizziik!).
2

Megjegyzés: Ez a jelenség, hogy egyetlen 1épés alatt megkapjuk a
domindns sajatértéket, ritka. Akkor fordul el8, ha (mint ez esetben is)
a matrix Osszes tobbi sajatértéke zérus (ellendrizziik!) Legyenek tehét
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a sajatértékek: Ay = 0, Ay = 0, A3 # 0, a hozzatartozé ortonormalt
sajatvektorok pedig sV, 52| sG3) . Irjuk fel a kezdé (%) vektort ebben

a béazisban:
20 = oM M) 4 @52 4 ) 5B)

ahol a® # 0 a hatvdny-médszer kezdSvektorara tett feltevés miatt.
Akkor a kovetkezo iteralt vektorok:

2D = 420 = 4y, 5O 1 4@y 6@ 4 0@y, . 5O =

— a®)) 5@,

majd
22 — A0 = a(3)>\§ )

2@ = Ax® — o33 . )

és igy tovdbb. A Rayleigh-hdnyados pedig nem valtozik az iteracié
soran:

(AzM | (D) _ (a®)2)3 “
|z D]} (a(3))273 ’
(Az®) | £()) _ (a(3))2/\§ _
||z)]]2 (a®))2X3
. Tekintsiik a kovetkez6 matrixot:
2 -1 0
A=1 -1 2 0 |,
0 0 2
1
és alkalmazzuk rd a hatvédny-médszert. Kiindulva az () := 1
1
1
kezdeti kozelitésbdl, az egymdst kovetd iteraltak: = = [ 1 |,
2
1 1
2@ = 1], 20 = 1 |, ... (ellendrizziik!) és a Rayleigh-
4 8

hanyadosok 2-hoz tartanak (vizsgdljuk MATLAB-ban!), noha a matrix
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sajatértékei A = 1, 2, 3 (ellendrizziik!), igy a domindns sajatérték 3 és
nem 2. Miért?

Megoldds: A métrix onadjungalt, igy a hatvany-mddszer biztosan

alkalmazhaté. A A = 3 sajétértékhez tartozé sajatvektor: sB) =
1
—1 | (ellenérizziik!). Innen (z(9), s(3)) = 0, azaz a hatvany-mdéd-

0
szerben szereplo feltétel nem teljestl.

0.9
Megjegyzés: Az z(©) = 1 | kezdo vektorral inditva a hatvany-
1
modszert, a Rayleigh-hdnyadosok méar a dominans sajatértékhez kon-
vergdlnak. Prébaljuk ki MATLAB-ban!

3. Tekintsiik a kovetkezo matrixot:

0
A= 0
1

o O O

1
0
0

Ennek sajatértékei: A\ = 0, \y = —1, A3 = 1 (ellendrizziik!). Igy
|A1] < |A2] = |As], tehdt a hatvany-mddszer feltételei nem teljesiilnek;
a Rayleigh-hdnyadosok (a kezdd vektortdl fiiggs) fals értéken marad-
nak (prébéljuk ki MATLAB-ban!). Hogyan, milyen médositéssal lehet-
ne mégis alkalmazni a hatvany-mddszert valamelyik legnagyobb ab-
szolut értékl sajatérték meghatarozasara?

Megoldds: Minden c¢ szam esetén az (A + ¢ - I) matrix sajatértékei:
(c+ A1), (c+ A2), (c+ A3). Pozitiv ¢ esetén igy (c + A3), negativ ¢
esetén pedig (¢ + A\2) domindns sajatértéke lesz (A + ¢ - I)-nek, igy
a hatvany-moddszerrel mar szamithatok — ahonnan persze Az ill. Ao
visszaszamithato.

4. Tekintsuk a kovetkez6 matrixot:

1 0 —-0.5
A= 0 1 0
—-05 0 1
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Ennek sajatértékei: A\ = 0.5, Ao = 1, A3 = 1.5 (ellendrizziik!). Alkal-

0
mazzuk a hatvany-médszert. Kiindulvaaz (9 := [ 1 | kezd8vektor-
0
0
bdl, a hatvany-mddszer minden 1épésben az () = 1 vektort
0

adja (ellendrizziik!). Igy a Rayleigh-hdnyados értéke mindig

(Ax("), x(n)> B
BRI

noha a domindns sajatérték nem 1, hanem 1.5. Ez ellentmondani
latszik a hatvany-moddszerre vonatkozd tételnek. Oldjuk fel ezt az
ellentmondast.

1

Megoldds: A dominéns sajétértékhez tartozé sajatvektor: s = 0

-1

(ellenérizziik!), és erre az z(9) kezdévektor ortogonalis volt. Tehat nem
teljestilnek a hatvany-mdédszerre vonatkozé tétel feltételei.

Megjegyzések:

e Nem kell kiszadmitani a domindns sajatértékhez tartozé sajat-
vektort, ha észrevessziik, hogy az z(©) kezdévektor épp a A = 1
sajatértékhez tartozo sajatvektor; ezekutan alkalmazzuk azt a
linedris algebrai tételt, hogy egy onadjungalt matrix kiilénbozo
sajatértékeihez tartozd sajatvektorok sziikségképp ortogondlisak,
tehat z(0) és s(3) ortogonalisak.

0.1
e Ha kezdévektorként az z(©) := 1 vektort vessziik, akkor
0
a hatvany-mddszerben a Rayleigh-hdnyadosok sorozata mar a
domindns sajatértékhez tart (prébaljuk ki MATLAB-ban!)

5. Tekintsiik a kovetkezé matrixot:



Szamitsuk ki hatvdny-moddszerrel ennek domindns sajatértékét (As),
és a hozzatartozé, 1 norméju sajatvektort (z(®)). Mik lesznek a

B:i=A— )35 (s
matrix sajatértékei?

Az eredmény alapjan szamitsuk ki az A matrixnak a domindnsnél
kisebb abszolut értékii kovetkezd sajatértékét.

Megoldds: Legyenek A1, A2, A3 a sajatértékek (abszolit érték szerint
noévekvo sorrendben), a hozzétartozé ortonormélt sajatvektorok pedig
s 52 sG) A hatvany-médszert alkalmazva, kb. 15 — 20 1épésen
beliil megkapjuk a domindns sajatértéket (A3 = 3), és a hozzédtartozo

1
1 norméju sajatvektort: s = % . 0 | Akkor:
-1

Bs® = A5 ng - s®((s3))7s0) = A5V = A5
Bs® = A45® — xg . s®((s3))%5@) = 452 = 2,5
Bs® = As®) — ng - s®((s@)75®) = 45®) _ xg5® = 0

Tehat B sajatértékei: 0, A1, As. fgy B-re a hatvany-mddszert alkal-
mazva, Ao mar szamithatoé.

Jelen esetben:

1 1 1 1 0 -1
3(3)(5(3))*25. 0@ o _1)25. 00 0],
—1 -1 0 1
ahonnan:
0.5 0 0.5
B = 02 0
0.5 0 05

A hatvany-médszerrel igy a kovetkezd legnagyobb abszolut értéki
sajatértékre Ao = 2 adddik (prébaljuk ki MATLAB-ban!).

6. Szamitsuk ki az

1 0 -1
A= 03 O
-1 0 1



matrix legkisebb abszolut értékili sajatértékét inverz iteracioval.

Megoldds: A matrix szingularis, igy Ay = 0. Ezért az inverz iterdcio
nem alkalmazhaté, mert az iterdcié egyes 1épéseiben szingularis matrixd
egyenletet kell megoldani. Erre az alkalmazott szoftver nem mindig fi-
gyelmeztet! A mddszer fals eredményt ad, ha egyaltalan ad eredményt.

Viszont valamilyen (kicsi) ¢ > 0 szdmra (A + ¢- I) mar reguldris lehet,
sajatértékei pedig A sajatértékeinek c-vel valé eltoltjai. Példdul jelen
esetben c := 1-re:

~1
0,

2
A+T= 0
-1 2

O = O

és inverz iterdcidval szépen ki is jon, hogy ennek legkisebb abszolit
értékil sajatértéke 1, azaz A legkisebb abszolut értékili sajatértéke 0.

Tanulsag: az inverz iterdcié alkalmazdsa el6tt mindig ellendrizziik a
méatrix regularitasét!
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13 Interpolacio

1. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb méasodfokid polinomot, mely az xg :=
—1, z1 := 0, z9 := 1 helyeken rendre az fy:=0, f; :=21ll. az fo:=0
értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedd legfeljebb masodfoku La-
grange-interpolaciés polinom eldallitasa.

1. megoldas: Keressiik az interpolédciés polinomot

P(x) =ag+ a1z + asx?

alakban. Az egyeldre ismeretlen ag, a1, ag egyttthatok a P(xy) = fi
(k = 0,1,2) interpolaciés egyenl6ségekbdl hatdrozhatok meg. Jelen
esetben ez az egyenletrendszer:

ap
ag+a;+a2 =0

Az egyenletrendszer megoldasa: ap = 2, a1 = 0, ao = —2, igy az
interpolaciés polinom: P(z) =2 — 222,

2. megoldas: Allitsuk el8 az interpolacids polinomot

P(z) = fo-bo(x) + f1-l1(x) + f2 - La(7)

alakban, ahol £y, ¢1, {5 a Lagrange-féle alappolinomok:

(—m)@—w) _ az—1) 1, 1
fol@) = (ro — 1) (0 —a2)  (-1)-(—2) 2% 2
_ @mm)e—m) _@HhE-1)

R e A s I Wy e
(x—zo)(x—21) (z+1z 1 1

L) =1 2—932)(@—;1)_ 51—t taf

1

N | =

1 1
aj>—|—2-(—x2—|—1)—|—0- <2x2—|—2x> =
=222 42

56



3. megoldés: Osztott differencidk hasznalata:
Joxi £

0 —1 [o0]

ahonnan

Pz)=0+2-(z+1)—=2-(z+1)(z—0)=2— 227

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb els6fokd polinomot, mely az zg := a,
x1 := b helyeken az fy := f(a) ill. fi := f(b) értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszked6 legfeljebb elséfokt Lagrange-
interpolédciés polinom eléallitdsa.

1. megoldas: Allftsuk el8 az interpolaciés polinomot
P(x) = fo-lo(z) + f1-li(z)

alakban, ahol £y, 1 a Lagrange-féle alappolinomok:

x—b
bo(w) = a—2>
x—a
biz) = b—a
Innen: .
x — x—a
Plx) = . :
(0) = fa)- 225 + 50)- T2
2. megoldés: Osztott differencidk hasznalata:
Jox f
0 a |f(a)
> f(b) — f(a)
b—a
1 b f(b)



ahonnan

P) = fla)+ 1O o g

ami megegyezik az el6z6 eredménnyel (ellendrizziik!).

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb masodfoku polinomot, mely az xq :=
1, x1 := 4, xo := 5 helyeken rendre az fy:=1, f1 :=19ill. az fo : =29
értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedd legfeljebb maéasodfoki La-
grange-interpolaciés polinom eléallitasa. Haszndljunk osztott diffe-
rencidkat (de ajanlatos végigszdamolni a masik két mddszerrel is a fel-
adatot):

J oz fj

01 [1]

ahonnan

Px)=1+6-(z—1)+1-(x—1)(z—4)=—-1+2+2°

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb masodfoku polinomot, mely az xg :=
—1, 1 := 1, xo := 2 helyeken rendre az fy := —1, f1 := 1 ill. az
fo := 3 értékeket veszi fel.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedd legfeljebb méasodfoki La-
grange-interpoléciés polinom eléallitasa. Hasznaljunk osztott diffe-
rencidkat (de ajanlatos végigszdamolni a masik két mddszerrel is a fel-
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adatot):

o
|
—_
III
—_

ahonnan

P(:E):—1+1-(x+1)+%'(x+1)(a:—1):§x +$—§.

. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfok polinomot, mely az zg :=
=2, x1:=0, x9 := 1, x3 := 3 helyeken rendre az fy:= —15, fi := —1,
fo:=31ll. az f3 := 80 értékeket veszi fel.

Megoldas: A feladat az adatokra illeszked6 legfeljebb harmadfokd La-
grange-interpolaciés polinom eléallitasa. Haszndljunk osztott diffe-
rencidkat (de ajanlatos végigszdmolni a mésik két mddszerrel is a fel-
adatot):

Jox f

341 11.541 _
I
2 1 3 s ) 59— =115
) 5 = 38.5
3 3 80
ahonnan

P(z) = —1547-(x42)—1-(x+2)24+2.5-(z4+2)z(z—1) = 2.52°+1.52%—1.
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6. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb masodfoku polinomot, mely a gyok-
fliggvénnyel megegyez6 értékeket vesz fel az xg :=1, 1 : =4, 29 := 9
helyeken.

Megoldds: A feladat az adatokra illeszkedé legfeljebb masodfoku La-
grange-interpoldciés polinom eléallitasa. Az alappontokhoz rendelt
értékek: fo =1, f1 = 2 ill. az fo = 3. Haszndljunk osztott diffe-
rencidkat:

zj [

(@) .
—_
=]

~
o
—=[=
1
E

i1 _[1
1 4 2 ) 9_1:_%
) -
2 9 3
ahonnan
1 1 1 5 3
P =14 =. —1) = —. -1 —h) = —— 2 = y
() —1—3 (x—1) 60 (x —1)(z —4) 60;1: +12x+5

2. megoldas: Keressiik az interpolacios polinomot

P(z) = ag + a1z + aza?

alakban. Az egyeldre ismeretlen ag, a1, as egyltthatok a P(xx) = fi
(k = 0,1,2) interpolaciés egyenléségekbdl hatarozhaték meg. Jelen
esetben ez az egyenletrendszer:

111 ag 1
1 4 16 a | =2 |=
1 9 81 a9 3
Az egyenletrendszer megolddsa: ag = %, a] = 152, ay = —% (ellen-
6rizziik!), igy az interpoldciés polinom:
1 5
() = ——2*+ -+ =
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7. Igazoljuk, hogy az N-edfokd (N > 0) Lagrange-alappolinomokra tel-

10.

jestl, hogy
lo(z) + C1(x) + la(z) + ... + Ln(x) = 1.

Megoldds: Az f(x):= 1 formuldval definidlt fliggvény Lagrange-inter-
polécids polinomja nyilvan énmaga, ezért

1= P(z) = f(zo)lo(z) + f(x1)l1(x) + ... + f(zn)n(z) =

= go(ﬂ?) + El(x) —+ ...+ EN(QJ‘)

Igazoljuk, hogy az N-edfokd (N > 1) Lagrange-alappolinomokra tel-
jestl, hogy

xo - KQ(IL’) +x7 - 51(‘7}) +...+xN fN(x) =ux.

Megoldds: Az f(x) := x formuldval definidlt fiiggvény Lagrange-inter-
poléaciés polinomja nyilvan énmaga, ezért

x = P(x) = f(zo)lo(z) + f(z1)l1(z) + ... + f(zn)ln(2) =

=x0-lo(x) +x1 - l1(x) + ... + xn - In ().

frjunk MATLAB-programot az xg := —5, x1 := —4, 9 1= =3, ...
, T19 := 5 pontokban az f(z) := H% formuldval definidlt fiiggvény
értékeit interpoldlé polinom elallitdsira (Runge-példa). Jelenitsiik
meg az eredményt! (Tanulsdg: a magasabb fokszamu Lagrange-inter-
polacids polinom az alappontok koézt nagyon szélsGséges értékeket is
felvehet.) Hasonlitsuk Ossze a jelenséget az f(x) := e® formulaval

értelmezett fliggvény esetével.

Kozelitsiik az 22 + 2 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gyokét inverz inter-
polaciéval.

Megoldds: Az egyenletnek van gyoke a [0, 1] intervallumban, mert az
f(z) := 23+ 2 —1 formuldval definidlt fiiggvényre f(0) = —1és f(1) =
1 teljestil.
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11.

Szamitsuk ki f értékét ezen intervallum harom pontjaban, pl. az g :=
0, z1 := 0.5, zg := 1 helyeken: fo = —1, f; = —0.375, fo = 1, és
végezziink inverz interpolaciot, azaz interpolaljuk xz-et f fiiggvényében.
Hasznaljunk osztott differenciakat:

J o f T

0 -1 [0]
) oo =[08]
1 —0.375 0.5 ) 03636-08 —_0.2182]

) 1222 =0.3636

21 1

ahonnan

P(f)=0+08-(f+1)—0.2182- (f + 1)(f + 0.375).

A gyok kozelit6 értéke az inverz fliggvény helyettesitési értéke a 0-ban,
azaz P(0):
P(0) =0.8—-0.2182-0.375 = 0.7182.

Megjegyzés: A gydk (4 tizedesjegyre kerekitett) értéke 0.6823. A fenti
kozelités hibaja tehat kb. 5.2%.

Kozelitsiik az 22 + 2 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gyokét inverz inter-
poléaciéval, az el6zo6 feladatban mutatottnal pontosabban.

Megoldds: A javitas lényege, hogy most tobb alappontot alkalmazunk.
Legyen ismét f(z) := 23+ 2 —1 = 0. Szédmitsuk ki f értékét a gyokot
tartalmazé [0, 1] intervallum négy pontjaban: legyenek pl. zp := 0,
x1 := 0.4, z9 := 0.8, z3 := 1, akkor a helyettesitési értékek: fy = —1,
f1=-0.536, fo =0.312, f3 = 1. Végezziink inverz interpolaciét, azaz
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12.

interpolaljuk z-et f fliggvényében. Hasznaljunk osztott differencidkat:

J i Tj

0 -1 [0]
) s =
1 —0.536 0.4 )y L3904 -
) gsgg = 0.4717 ) O1T98 — [0.0899]

2 0312 08 ) B0 = —0.1178
) 5x2s = 0.2907

31 1

ahonnan

P(f) =04 0.8621 - (f + 1) — 0.2976 - (f 4+ 1)(f + 0.536)+

+0.0899 - (f +1)(f + 0.536)(f — 0.312).
A gyok kozelit6 értéke az inverz fliggvény helyettesitési értéke a 0-ban,
azaz P(0):

P(0) = 0.8621 — 0.2976 - 0.536 — 0.0899 - 0.536 - 0.312 = 0.6875.

Megjegyzés: A gyok (4 tizedesjegyre kerekitett) értéke 0.6823. A fenti
kozelités hibdja tehéat kb. 0.76% (vo. az el6z6 feladat eredményével).

Kozelitsiik az x = e™® egyenlet pozitiv gyokét inverz interpolaciéval.

Megoldds: Az egyenletnek van gyoke a [0, 1] intervallumban, mert az
f(z) := z — e™™ formulaval definidlt fliggvényre f(0) = —1 és f(1) =
1-— % > 0 teljestil.

Szamitsuk ki f értékét ezen intervallum harom pontjaban, pl. az g :=
0, 1 := 0.5, x2 := 1 helyeken: fy = —1, f1 = —0.1065, fo = 0.6321, és
végezziink inverz interpolaciot, azaz interpolaljuk xz-et f fiiggvényében.
Hasznaljunk osztott differenciakat:

J o fj zj

0 -1 [0]
) ge= =|0.5596 .

1 —0.1065 0.5 . y UM —10.0719
) gxis = 0.6770

2 0.6321 1

63



13.

ahonnan
P(f)=040.5596 - (f +1) +0.0719 - (f + 1)(f + 0.1065).

A gyok kozelit6 értéke az inverz fliggvény helyettesitési értéke a 0-ban,
azaz P(0):

P(0) = 0.5596 4+ 0.0719 - 0.1065 = 0.5673.

Megjegyzés: A gyok fixpont-iteracidoval nehézség nélkiil szamithaté
(végezziik el MATLAB-ban!). A gyok (4 tizedesjegyre kerekitett)
értéke 0.5671. A fenti kozelités hibaja tehat kb. 0.0003%, igen jo.

Kozelitsiikk f(z) := cosz formuldval értelmezett fiiggvényt a [0, 5]

2
intervallumon kétpontos Hermite-interpolaciés polinommal.

™

Megoldds: Jeldlje xg := 0, x1 := 7 (interpoldciés alappontok). A
végpontokban a fiiggvényértékek és a derivaltértékek: fo = f(zg) = 1,
fi=f(x1) =0, fo = f'(x0) =0, fi = f'(x1) = —1.

A kétpontos, harmadfoki Hermite-interpoléacids polinom:

T — Xp (v — mp)?

_ 3
H(z)=A+B-——=+C- +p. Z=m)

h? h3
ahol h := 21 — x9. Az A, B,C, D egyiitthatok értéke a konkrét ada-
tokkal:

B= hfh =0
C= =3fy +3fi —2hfl —hff =-3+h
D= 2fy -2fi +hfy +hfi =2-h
ahonnan: 54 h o_h
H(z)=1+ 2 cx? 4 3 xS =

=1-0.5792322 + 0.110742>.

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy dbrén az ere-
deti fiiggvényt és az Hermite-interpolacids fiiggvényt is.
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14.

15.

Kozelitsiik f(z) := cosz formuldval értelmezett fiiggvényt a [—Z, ]
intervallumon kétpontos Hermite-interpolaciés polinommal.

Megoldds: Jelolje xg := —5, x1 := § (interpoldciés alappontok). A

végpontokban a fiiggvényértékek és a derivaltértékek: fo = f(xg) =0,
fi=f(x1) =0, fo = f'(x0) =1, f1 = f'(z1) = 1.
A kétpontos, harmadfoki Hermite-interpolacids polinom:

(z —20)” +D- (z — xp)®

h? h3
ahol h := 1 —xg = . Az A, B,C, D egylitthatdk értéke a konkrét
adatokkal:

T — X

Hz)=A+B- +C-

A= £ —0
B= hf) —h
C= =3fo +3fi —2hfy —hff =-—h
D= 2fo —=2fi +hfy +hff =0

ahonnan:

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy &bran az ere-
deti fliggvényt és az Hermite-interpolacids fiiggvényt is.

Kozelitsiikk f(x) := cosz formuldval értelmezett fiiggvényt az xo :=
—5, 21 := 0, w3 := 7 alappontokon harmadfoki spline fiiggvénnyel.
(A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a fenti fiiggvény
derivéltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: f(] = f(.%'()) = 0, f1 = f(:vl) = 1, f2 = f(xg) = 0,
1o = f'(zo) =1, f{ ismeretlen, f5 = f'(z2) = —1.

Az ismeretlen f| derivaltértékre felirhaté egyenlet (ahol h = T):

—3fo+3f2

fotdfi+fo=—

=0,
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16.

ahonnan f] = 0. Innen a spline fliggvény az [zo, 1] és az [x1, 22| inter-
vallumokban mar egy-egy kétpontos Hermite-interpolaciéval hataroz-
haté meg, az el6z6 feladatok mintdjara.

Eredmény: az [xg, x| intervallumon:

3—2h —2+h
Ho(x):(x+h)+7~(x+h)2+7

s (z+h)?

Az [x1, x9] intervallumon pedig:

—3+h 2—h
3h‘2f‘ 22 s

Hl(x)zl-i- h3

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy dbrén az ere-
deti fliggvényt és a spline interpoléacids fiiggvényt is.

Kozelitsiik f(x) := cos2x formuldval értelmezett fliggvényt a [—%, ﬂ
intervallumon kétpontos Hermite-interpolaciés polinommal.

Megoldds: Jelolje xg := —7, x1 := 7 (interpolaciés alappontok). A

végpontokban a fiiggvényértékek és a derivaltértékek: fo = f(z9) =0,
fi=f(21) =0, fo = f(z0) =2, fi = f'(x1) = -2.
A kétpontos, harmadfoki Hermite-interpoléacids polinom:
(z — x0)? +D- (90—560)3’

h? h3
ahol h := m1 — w9 = 5. Az A, B,C, D egyiitthatok értéke a konkrét
adatokkal:

H($):A+B-%+C-

A= fo =0
C= =3fo +3fi —2hfy, —hff =-=
D= 2fy =2fi +hfy +hfi =0
ahonnan: 4 )
T T
@) =2 (4 3) =2 (=4 7) =

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy &bran az ere-
deti fliggvényt és az Hermite-interpolacids fiiggvényt is.
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17. Kozelitsik f(z) := cos2z formuldval értelmezett fliggvényt az g :=

18.

—7» 71 = 0, w3 := 7 alappontokon harmadfoki spline fiiggvénnyel.
(A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a fenti fiiggvény
derivaltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: fo = f(zo) = 0, f1 = f(x1) = 1, fo = f(x2) = 0,
1 = f'(zo) =2, fi ismeretlen, f} = f'(z2) = —2.

Az ismeretlen f{ derivaltértékre felirhaté egyenlet (ahol h = 7):

—3fo+3f2

fotdfitfo=—"—"=0,
ahonnan f{ = 0. Innen a spline fiiggvény az [xo, 21] és az [z1, x| inter-
vallumokban mér egy-egy kétpontos Hermite-interpolaciéval hataroz-

hat6 meg, az el6z6 feladatok mintajara.

Megjeqyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy dbran az ere-
deti fliggvényt és a spline interpolacids fiiggvényt is.

Kozelitsiik f(z) := cos2z formulaval értelmezett fiiggvényt az xy :=
—7 T1 = —75, T2 = {5, x3 := 7 alappontokon harmadfoki spline
fiiggvénnyel. (A végpontokban a derivéltértékek egyezzenek meg a

fenti fliggvény derivaltjaival.)

Megoldds: Az interpolaciés alappontokban a fliggvényértékek és a de-
rivaltértékek: fo = f(x()) =0, f1 = f(l'l) = @, fo = f(.ivg) = @,
fs = flzz) =0, fij = f(zo) = 2, f] ismeretlen, f) ismeretlen,
fy=f'(x3) = -2.

Az ismeretlen f], f} derivaltértékre felirhaté egyenletrendszer (ahol
h=7%):

—3fo+3
fo+afi+ gy = N30
—3f1+3
fivasys gy = ISk
ahonnan f] = ?’ﬂﬁ - %, és fh = —% + % Innen a spline fiiggvény

az [ro,x1], az [r1,x2] és az [re,xs3] intervallumokban mér egy-egy
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kétpontos Hermite-interpoldciéval hatdrozhaté meg, az el6z6 felada-
tok mintédjara.

Megjegyzés: Erdemes MATLAB-ban megjeleniteni egy abran az ere-
deti fliggvényt és a spline interpolacios fiiggvényt is.
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14 Nemlinearis egyenletek, egyenletrendszerek meg-
oldasa
1. (Négyzetgyokvonas Newton-médszerrel). Legyen A := 9. Milyen

fliggvény gyokhelyének el6allitdsara szolgdl az aldbbi Newton-iteracids
sorozat?

Legyen zp > 0 tetszoleges, és:

1 A
Tn+1 :25- Ty + —

Megoldds: A keresett fiiggvény formuldja: f(z) := x2 — A, ekkor ui.
f'(x) = 2z, {gy a Newton-sorozat:

flzn) _a:i—Ail <xn+A)

Ln

T T ) T T T, T 2

Ha tehat a sorozat konvergens, akkor VA = 3-hoz tart.

Megjegyzés: Ha xg > 3, akkor teljestilnek a monoton konvergenciatétel
feltételei: g és 3 kozt f’ és f” sehol sem 0, tovdbba f(xo) és f"(xo)
azonos el6jell (éspedig pozitiv). Igy (x,,) biztosan konvergens, 3-hoz
tart éspedig monoton fogyé moédon. Prébéljuk ki MATLAB-ban a
sorozatot egészen nagy, pl. xg := 1000 kezddértékrdl inditani. A
sorozat monoton fogy, mérsékelt konvergenciasebességgel; a megoldas
kornyékén viszont begyorsul, és kvadratikus konvergencia tapasztal-
haté.

2. (Kobgyokvonas Newton-mddszerrel). Legyen A > 1. irjuk fel az
f(x) == 23 — A (x > 0) fiiggvény zérushelyének meghatdrozassra
szolgdlé Newton-iteraciés sorozatot. Milyen kezddéérték mellett kon-
vergens?

Megoldds: A Newton-iterdcids sorozat:

3 _
f(xn) =z A ' (235” + é)
xn

LTI T ) T T T2 T 3

Ha tehat a sorozat konvergens, akkor v/A-hoz tart.
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Megjegyzés: Ha xy > /A, akkor teljesiilnek a monoton konvergen-
ciatétel feltételei: xg és /A kozt f' és f" sehol sem 0, tovabba f(xz)
és f"(x0) azonos eljelii (éspedig pozitiv). Igy (z,) biztosan konver-
gens, v/A-hoz tart éspedig monoton fogyé médon. Megjegyezziik, hogy
a konvergencia akkor is teljesiil, hs zg < V/A, csak akkor mér nem
monoton médon.

. Oldjuk meg a
sinzx —3z4+1=0

egyenletet fixponttétellel és Newton-modszerrel is.

Megoldds: Az egyenletet igy célszeri fixpont-formara hozni:

sinx + 1
r=—",
3
mert ekkor a jobb oldal mint z fliggvénye az egész R-en kontrakcid,
mivel derivéaltjanak abszolit értéke legfeljebb % Igy barmely valds xg
kezdéértékbol inditva az

sinz, + 1

Tnt1 = 3

fixpont-iteracids sorozatot, az konvergens lesz és a fixponthoz tart. Ez
4 tizedesjegy pontossdggal: 0.4903 (ellenérizziik!)
A Newton-iteracids sorozat:

sinx, — 3z, +1

Tntl == In = CoS T 3
n—

. Keressiik meg az
2% 4 22% 4+ 10z — 20 = 0

egyenlet 1 és 2 kozé es6 gyokét intervallumfelezéssel, fixponttétellel és
Newton-médszerrel is.

Megoldds: 1 és 2 kozt valdoban van gyék, mert a bal oldal mint x
fliggvénye az x = 1 helyen negativ, mig az x = 2 helyen pozitiv értéket
vesz fel. MATLAB-programot irva az intervallumfelezésre (tegyiik
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meg!) a sziikséges 1épések szama jol kézbentarthatd, mert az interval-
lum mindig felez6dik. fgy pl. a 0.0001-hez kisebb hibahoz biztosan ele-
gendo 1épések szamara % < 0.0001 teljesiil, ahonnan n > 13.288, azaz
14 1épés mar biztosan elegendd. A gyok 4 tizedesjegy pontossaggal:
1.3688.

A fixpont-problébara val6 visszavezetés tobbféleképp is végrehajthato:

20
=",
2422+ 10

vagy
20— a2 — 22

r = 9
10
de ez utébbi esetben a fixpont-iterdcié nem konvergens (miért?).

Viszont az els6 esetben a fixpont-iteracié barmely 1 < xg < 2 esetben
konvergens (miért?).

A Newton-iteracids sorozat:

z3 + 222 + 10z, — 20
3x2 + 4z, + 10

Tp+1 ' = Tp —

Az iteraciét barmely, a gyoknél nagyobb xg kezdGértékbdl indithatjuk,
mert f’ és f” minden z > 0 esetén pozitiv. Tovédbba ekkor f(zg) és
1" (x0) elbjele megegyezik, mégpedig mindkettd pozitiv. Teljesiilnek
tehat a monoton konvergencia feltételei, igy a sozozat monoton fogyd
modon tart a gyokhoz.

. Az
f(z):=2®>=0

egyenlet egyetlen gyoke nyilvan x = 0. Tetszoleges, xg # 0 kezd6értékbol
kiindulva, a Newton-iteracids sorozatra:

teljesil. Ezért

ami pedig nem kvadratikus sebességgel tart a gyokhoz, azaz 0-hoz. Ez
ellentmondani latszik a kvadratikus konvetrgenciatételnek. Oldjuk fel
ez az ellentmondast.

71



Megoldds: Jelolje z* := 0 az egyetlen gyokot. A kvadratikus konver-
gencia feltételei kozt szerepel, hogy f’(z*)-nek kiilonboznie kell 0-t6l.
Ezetiinkben pedig épp ez nem teljesiil, mert f’(z) = 322

. Adott egy A > 0 szdm. Szdmitsuk ki %—t osztas nélkiil!

Megoldds: A probléma: olyan fliggvényt taldlni, melynek zérushelye
épp %, tovabba a Newton-iteracio algoritmusa ne tartalmazzon osztést.

Prébélkozzunk el6szor az f(x) := Ax — 1 képlettel adott fiiggvénnyel.
A zérushely ugyan valéban %7 de a Newton-itericié tartalmaz osztast:
Az, —1 1
Ip4+l =Tn — ——F — = —

A A

Legyen most f(z) := 1 — A. Akkor f'(z) = — -, és a Newton-iterdcio:

zn 1
Tpl = Ty — 22— = — =T + 2y — Azl = 2 - (2 — Azyy)

A

2
T

Az algoritmus nem tartalmaz osztast, és minden 0 < zg < % esetén
konvergens és %—hoz tart (ellendrizziik a monoton konvergencia feltéte-

leinek meglétét!).

. Irjuk fel a
filz,y) =2 +y*—2=0

fa(z,y) =2 —y* =0

egyenletrendszerre a kétvaltozds Newton-mdodszert.

Megoldds: Az (f1, f2) : R?> — R? leképezés derivalt linedris leképezése
(Jacobi-métrixa):

ofi 9f
J(l’ ) _ 87551 81 _ 2x 2y
Y ofz  9f2 2z —2y

ox oy

Innen a Newton-iterdcids sorozat:

2 2
Tn41 In —1 Tn + Yn — 2 >
= - J Tny Yn
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Megjegyzés: Irjunk ré programot MATLAB-ban, és prébéljuk meghata-
rozni az Osszes gyokot!

. frjuk fel a
fi(z,y) =2 - 10z + > +8=0

folz,y) =2y +2—10y+8=0
egyenletrendszerre a kétvaltozds Newton-mdodszert.

Megoldds: Az (f1, f2) : R?> — R? leképezés derivalt linedris leképezése
(Jacobi-métrixa):

- (& B)-(50 0 %)
’ - of 0, - 2 _
B 8—; y*+1 2zy—10

Innen a Newton-itericids sorozat:
2 2
Tyt T, 1 zp — 10z, +y; + 8 )
= — (J(zn, " n
( Yn+1 ) < Un > ( ( " yn)) < QCny% +xn — 10y, +8

Megjegyzés: Irjunk ra programot MATLAB-ban, és prébaljuk meghata-
rozni az Osszes gyokot!
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15 Derivaltak és parcialis derivaltak kozelitése dif-
ferenciasémakkal

1. Legyen f : R — R haromszor folytonosan differencialhaté. Legyenek
zo, 21,72 € R, h =21 — 19 = 22 — 21, é8 jelolje fo := f(zo), f1 ==
f(z1), f2:= f(z2). Hanyadrendben kozeliti az f'(x¢) derivaltat az

f2— fo
2h

héanyados? Hat az f'(z1) derivaltat?

Megoldds: Fejtsik f-et g koriil véges Taylor-sorba:

fo= fot f'(lﬂlfo) oh 4+ f’;(!f) A2
ahonnan:
f2_f0 / o ’f//(f)‘ "
0 )| = T o < e

Tehat a kozelités h-ban elsérendu.

Az f'(x1) derivalt vizsgalatakor zq koriil fejtsitk f-et véges Taylor-
sorba, de most tobb tagot vegyiink figyelembe:

fz=f1+f/(19!31) -h+f”§!31) .h2+f,;(!§) N
f0=f1—(19!61) 'h+f ;9!61> -h2—f3(!77) %

A két egyenlGséget kivonva kapjuk, hogy

fr—fo f%®+ﬂwwwﬁ<wwmx

JRS— . 2
2h 3! 2h — 6 h

| =|

Tehdt ugyanaz a kiilonbségi hanyados az f’(x1) derivéltat h szerint
méasodrendben kozeliti.

2. Legyen f: R — R haromszor folytonosan differencidlhaté. Legyenek
zo, 71,72 € R, h := 21 — 20 = 23 — 21, és jelolje fo := f(x0), f1 :=
f(x1), fo := f(x2). Konstrudljunk egy, az f’(zq) derivdltat h szerint
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méasodrendben kozelité differenciasémat az fy, f1, fo fliggvényértékek-
bél.

Megoldds: Fejtsik f-et zg koriil véges Taylor-sorba:

fr=fo+ f/(lfo) “h+ f”;m) h? + f”;)(!f) - h?
fo=fo+ f/(lfo) - 2h + f”g’fO) - 4h? 4 f”;(!”) - 8h°

Az els6 egyenlet 4-szeresébdl kivonva a maésodikat, a mésodrendii de-
rivaltat tartalmazo tagok kiesnek, és azt kapjuk, hogy

(o) 4"(€) — 81" (n)

4f1—f2:3f0+ 1 - 2h + 30 k3
Innen: 35 if s
— + —
OEAILZTs ()| < I o 1

A séma tehét:

f/(xO) ~ _SfO +2;llf1 - f2

és ez az f'(xg) derivéltat h szerint valéban mdsodrendben kozeliti.

. Legyen f : R — R elegendden sokszor folytonosan differencidlhato.
Legyenek x¢p € R, h adott, és x, := zg+ k- h, k = —2,—1,1,2-re.
Jelolje fi := f(xp) (k= —-2,-1,0,1,2).

Milyen derivaltat kozelit az alabbi hanyados, és hanyadrendben?

f-2—8f-1+8f1— fo
12h

Megoldds: Fejtsik f-et xg koriil véges Taylor-sorba:

! " " v \4
_f'(wo) f”(fEO)_hz_fm(fUO)_h3+flv($0)_h4 fv(ﬁ—l)_h5

n Ty 31 Al 51

J1=fo+

f-1=1fo
Innen

fi—fa= M.Q}HM,%:@F &) + Y (E-)

5
1! 3! 5! h

75



Hasonléan (h helyett 2h-t szerepeltetve):
/ " 9 Vv 9 v -
fo— fo= fi@o) g o S"@0) s 327 (82) + 327 (6-2)

5
1! 3! 5! h

Ezt kivonva az el6z6 egyenlet 8-szorosdbdl, a harmadrendii derivaltat
tartalmazo tagok kiesnek:

fo2— fo+8f1 —8f-1 = f'(wo) - 12h+

+8fv(€1) +8fV(€-1) — 321V (&) — 321V (¢-2)
5!

R
Innen

fo2—=8f1+8fi—f2

80 - HfVHmax ChA = HfVHmax
12h

R
12 - 5! 18

f(xo)| <

A formula tehat az f'(z¢) derivaltat kozeliti, h szerint negyedrendben.

. Legyen f : R — R elegendden sokszor folytonosan differencialhaté.
Legyenek xg € R, h adott, és z_1 := xg—h, x1 := x9+2h. Jeldlje fo :=
f(xo), f-1:= f(z_1), f1 :== f(x1). Konstrudljunk az f”(zg) derivaltat
kozelito sémat az f_1, fo, f1 figgvényértékekbol. Hanyadrendii kozeli-
tés érhetd el (h szerint)?

Megoldds: Fejtsik f-et xg koriil véges Taylor-sorba:
(o) f"(xo) (&)

fi=fot+ =5 2h+ -4h2+T-8h3
B f'(z0) f"(@o) o f"(m) 3
L TR R TR

A elsé egyenlethez a mésodik kétszeresét hozzdadva, az f'(xg)-t tar-
talmazé tagok kiesnek, innen:

f// (wo)

" "
Sit+2f-1=3fo+ -6h2+f (5)-8h3—f7(n).2h3
2! 3! 3!
Innen
21 = 3f0 + 1058 11" a5+ 1" llmax

— ["(wo)| < -h

3h? 3! 3h? B 9
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A séma tehét:
2f1=3fo+ f1
3h? ’
és ez az f"(xg) derivéltat h szerint els6rendben kozeliti. (A kozelités
rendje nem javul, ha a Taylor sorfejtést tobb tagra végezziik el —
prébaljuk ki)

. Legyen f : R — R elegendden sokszor folytonosan differencidlhato.
Legyenek x¢p € R, h adott, és x, := zg+ k- h, k = —2,—1,1,2-re.
Jelolje fi = f(x) (k= —-2,-1,0,1,2). Konstrudljunk az f"'(z¢) de-
rivéltat kozelité sémét az fi (k = —2, —1, 0, 1, 2), fliggvényértékekbél.
Hényadrendii kozelités érhet6 el (h szerint)?

Megoldds: Fejtsik f-et xg koriil véges Taylor-sorba:

/ " " v \%
f(l' 0) h—i-fégfo)-hz—i-f ;fo)-h3+f 4('950>_h4+f 5('51)%5

o L) ) e P ) SV

Ji=fot+

1 2l 31 Al =
Innen
fo a0y 1) e ST
Hasonléan (h helyett 2h-t Szerepeltetve):
foe fo= 1T gy S0) e 3277 (6) 43277 (E2) s

1! 3! 5!
Ebbdl kivonva az el6z6 egyenlet 2-szeresét, az elsérendi derivaltat tar-
talmazé tagok kiesnek:

fo=fo = 2fi+2f-1 = f"(x0) - 207+
+32fv(§2) + 32fv(§—2)5!— 2fV (&) =2V (1) 15
Innen
B L |V |
60

A formula tehét az f”'(xq) derivaltat kozeliti, h szerint masodrendben.
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6. Legyen u : R? — R elegendden sima fiiggvény. Egy C € R? centralis
pont és adott h 16péskoz mellett tekintsiikk az NE := C+(h,h), NW :=
C+(=h,h), SW := C+(—h,—h), SE := C+(h, —h) pontokat. Jelolje
uc = u(C), ung = u(NE), és igy tovabb. Konstrudljunk sémat a
% + giyg Laplace-operator kozelitésére. Hényadrendii a kozelités (h
szerint)?

Megoldds: Fejtsik u-et C korul véges kétvdltozds Taylor-sorba:

1
u(C—l—(h,5)):uC+F-(ux~h+uy-5)+

1
tor (U~ W2 + 2y - hO + Uy - 6%)+

—I-% - (Ugaa - PP+ gy - h25 + BUzyy - hé? + Uyyy - 83+ ...

Itt a rovidség kedvéért a C-ben vett parcidlis derivéaltakat indexekkel
jeloltiik: u, 1= §%(C), tgy 1= Z4(C), ... Az aldbbi tablizatban az
UNE, UNW, USW, Usg értékekre vonatkozo Taylor-sorokban a harmad-
rendii derivaltakig bezardlagosan a derivaltak egyiitthatdéit foglaljuk
ossze (a magasabb rendii tagok adaléka egy-egy O(h*) tagot eredmé-

nyez):
Uc  Ug Uy Ugy Ugy Uyy Uggs Uzzy Uzyy Uyyy
n? 2 2 K K B K
ung 1 h koG h 2 6 2 2 6
n? 2 2 _ K K KK
uyw 1 —h h T3 —h 2 6 2 2 6
h2 2 k2 R _hd B3 _hd
usw 1 —h —h F A HF % -% -% —%
h? 2 h? R? R? h? R3
usg 1 h —h H =K H F % % %
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Osszeadva a négy sort, uc-n és a tiszta masodrendii parcialis derivalta-
kon hiviil minden kiesik, innen:

uNg + unw + usw +usg —4uc 0%u 9%u
B T B = o 3(0)+ 5(C) + O(0?) =

= Au(C) + O(h?)

A kozelités h szerint masodrendii.

. Legyen u : R?> — R elegendéen sima fiiggvény. Egy C € R? centralis
pont és adott h 16péskoz mellett tekintsiikk az NE := C+(h,h), NW :=
C + (=h,h), SW := C + (—=h,—h), SE := C + (h,—h) pontokat.
Jelolje uc == u(C), unyg = u(NE), és igy tovabb. Konstrualjunk
sémat a % vegyes masodrendl derivalt kozelitésére. Hanyadrendi
a kozelités (h szerint)?

Megoldds: Fejtsik u-et C' korul véges kétvdltozds Taylor-sorbas:

1
u(C+(h,5)):uc+F-(uw-h+uy-5)+

1
+§ < (Ugg - B% A+ 2y - hS + uyy - 62)+

—I-% - (Ugaa - PP+ BUgay - h2s + BUgyy - hé? + Uyyy * 83+ ...

Itt a rovidség kedvéért a C-ben vett parcidlis derivaltakat indexekkel
jeloltitk: w, = 9%(C), gy = ZA(C), ... Az aldbbi tabldzatban
az uNg, —UNW, Usw, —usg eértékekre vonatkozé Taylor-sorokban
a harmadrendii derivéltakig bezarélagosan a derivaltak egyiitthatoit
foglaljuk Gssze (a magasabb rendfi tagok adaléka egy-egy O(h*) tagot
eredményez):

79



uc Uy Uy Ugy Ugy Uyy Ugper Ugzy Uzyy Uyyy

ung 1 h h %2 h2 %2 %3 %3 %3 %3
—unyw -1 h —h —%2 h2 _%2 %3 _h; %3 _%3
wsw 1 —h —h Boop2 R _p
—usp —1 —h B —Rop2 kBB

Osszeadva a négy sort, a vegyes masodrendii parcidlis derivédltakon
hiviil minden kiesik, innen:

ung — unw + usw —usg _ 0%u 2
4h2 - 0x0y (€)+ 0

A kozelités h szerint masodrendii.
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