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Térgorbék megadasa

Egyenes paraméteres vektoregyenlete:

X=a+!-¢€|

(a: az egyenes egy rogzitett pontja, e: iranyvektor)

Térgorbe: egy x: R — R’ folytonos fiiggvény értékkészlete. Maga a
fliggvény: a gorbe egy reprezentdnsa vagy paraméterezése.
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Példa (kor egyenlete)
e, f egységnyi hosszisigu, egymasra merdleges vektorok

X(t):=(Rcost)-e+ (Rsint)-f

Ez egy kor egyenlete (az e, f vektorok sikjaban). Egy masik
paraméterezése:

x(¢) = (Rcost’) e+ (Rsint?) -f
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Példa (nyolcasok)
X(t) :=sintcost-i+|sint|sinz- j

X(1) = ST bsinl
-2 2

Példa (csavarvonal hengerpaldston)

X(1) = (Rcost)-i+(Rsint)-j+%-k
T

Példa (csavarvonal kiippaldston)

X(1) :=R(1—ijcost-i+R-(l—ij-j+ﬂ-k
2Tm 2Ttm 2T
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Példa (arkhimédeszi spirdlis)

X(1) = Roz%m-(cost-i+sint-j)

Példa (logaritmikus spirdlis)
X(1) = Roe_“ -(cost-1+sint- j)

Példa (hiperbolikus spirdlis)

X(1) = ROE-(cost-i+ sint - j)
4
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Gorbiilet és torzio

Legyen x:R — R’ egy (elég sima) térgorbe.

Erintévektor a 7 helyen: x'(7).
Erintéegyenes: A — x(7) + A -x'(¢)

M X ()xx" ()l
X ) IP

Gorbiilet a ¢ helyen: k(¢
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Példa: x(t) = (Rcost)-i+ (Rsint)-j (kor), akkor

X' (1) =—(Rsint)-i+ (Rcost)-j és X" (t) =—(Rcost) -i— (Rsint) - j
5 lIsintcost-ixi+sin’t-ixj—cos>t-jXi+sintcost- jxjli
K(f)=R 3 _
R
_ g2l (sin’t +cos’ 1) Kl 1
R’ R
A gorbiilet jelentése: a ,,simul6kor” sugaranak reciproka.

Gorbiileti sugar: 1
K
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Példa: x(t) =t-1+ £ J (parabola), akkor
X(t)=i+2t-jés x'(t) =2j

NG +26) %251 2
A+4:2)2 (1 +4r2)?

K(t)

A legnagyobb gorbiilet a parabola csucsaban van, x(0)=2.
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_ (X@Oxx"(t) - x"(t)
I x'(£)x X" (1) II?

Torzio a t helyen: |t(¢):

Példa: x(t) = (Rcost)-i+ (Rsint)- j (kor), akkor

X' (1) =—(Rsint)-i+(Rcost)-j, X (t)=—(Rcost)-i—(Rsint)-j
x”(t) = (Rsint)-i— (Rcost)- j

akkor X'(1)xx"(t) = R’k , ezért 1(t) = 0.

Altaldban, ha x(7) = f(®)a+ g(t)b, azaz x sikgorbe, akkor torziéja
azonosan 0. A torzi6 azt ,,méri”’, hogy mennyire tér el a gbrbe egy
sikgOrbétol.
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Kiséro triéder

A t — x(t) gbrbe minden pontjahoz rendeljiink egy e(?),f(z),g(r)
egységnyi normdju vektorharmast a kovetkezOképp:
® ¢(t) mutasson érintdiranyba;
o f(r) legyen e(r)-re merbleges, éspedig az x'(¢), X" (¢) vektorok
sikjaba essék;
¢ g(¢) legyen mindkettd el6zdre merdleges.

X (1) X (t)xx"(¢) ~
X 20 oo T 7O

Az e(1),f(¢),g(t) vektorhdrmast a gorbe kiséroé triéderének nevezziik
az x(t) pontban.

Akkor e() =
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A térgorbe megjelenit€sében a kiséro tri€éder segithet.

Példa: legyen t — x(t) egy gorbe. Tekintsiik az alabbi feliiletet:
F(t,u) =x(t)+ Rf (t)cosu + Rg(t)sinu

Elég kicsi R >0 mellett ez egy csOszerl feliilet, melynek tengelye az

adott gorbe. Ezt térben megjelenitve, a gorbe térbeli lefutasa
szemléletesebb.
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Numerikus derivalas

Legyen f :[a,b] = R elég sima fiiggvény, a =1y <f; <...<ty =b az
b—a

[a,b] intervallum egy ekvidisztdns felbontésa, h =

fi=f) (k=0L..,N)

R tk = t0+kh,

Elso derivdlt, elorelépo séma:

70 =" = o
A Taylor-formulabdl },J.i:

fea =T+ i h+ fz('ﬁ) 2.
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Elso derivdlt, centrdlis séma:

reo Sk — Jr—a 2
@)= o +O0(h”)
f—k”-h2+f”,(§+)-h3 5

Ul. fk+1:fk+fk,.h+ )| 3 €S
Je-1= Jk —flé‘h"‘%‘hz——f ;%")-h?

A két egyenloséget kivonva, az allitds adodik.
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Mdasodik derivalt, centrdlis séma:

Ft) = Ji+1 —Zh];k Tl 4 oy

A%
Ui fk+1—fk+fk h+];k iy ];k A J 4('§+)°h4,és
V /4 IV.
feo1=fie—fi h+j;k W2 J;k 3+ f 4@_)-}14

A két egyenlOséget Osszeadva, az allitas adodik.
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Harmadik derivdlt, centrdlis séma:
F7(t) = Jivr =2fke1+ 2 fim1 ~ Jia | O(h?)

20
_ s S s Y e U ED s
fea1 = + fx h+2! h +3! h™ + a h™ + s h
e g S e FTE) s
L

P N M (SR fV@_)., 5
Jer1 = Jk=1=20c - h+ 3 h +—120 h +—120 h

;o 8f 3 32fV (€ s 32fV (D) s
—fro=4fr -h+—-h + -h” + -h

Ebbol az el0zo 2-szeresét kivonva, az allitas adodik.
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Gorbeillesztés: Bernstein-polinomok, Bézier-gorbék

Legyen ¢, ::% (k=0,,...,N), és legyenek fy, fi,..../n€R

hozzarendelt értékek.

Lo _ 2 Nk, N—k
Bernstein-polinom: By () = > f; - " (I1-1)
k=0

1. Ha fy, fi,....fy =1, akkor By (¢) =1.

N

Ui. ekkor By (1) = 3 @]}" A-V*=@+1-n" =

k=0

(re[0,1])

.
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2.Ha f;, =1, (k=0,1,...,N), akkor By (t)=t.

L — NN k N—k _ N . . L
egyen g(p):= > " P q =(p+q) :Derivilva (p szerint):
k=0

N (N
g(p)=1% pk_qu_k =N(p+ q)N_l. Szorozva £--nel:
k=0\ k N

N (N k ~ _
> —p gV =p(p+ )N Spec. p=t, qg=01-1):
k=o\ k | N

N(NYk k.. N-k_ B CNA
;Eo(ijt A-0)N*=By()=t@¢+1-" " =1,
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3.By(0)=fy, By(1)=ful

9

4, BEV(O):% By(l) = In _th—l

By (1) :éof" -@}z"‘l(l—z)N L @[}" (N —k)(1—p)N !

k=0

N _
va(0)=f1°(1j—f0'N=%,

, N o
BN(D:fN'N—fN—l'(N_J:fN th L
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Gorbeillesztés: 1, = % (k=0,1,...,N), és mindegyik k-hoz rendeljiink

egy X; pontot (a sikon, vagy a térben). Mindegyik komponenshez
készitsiink el egy Bernstein-polinomot:

By (1) = % X, -(]Z}k(l—t)N_k

k=0
Akkor a t — B (¢) gorbe az adott x;, pontokhoz illeszked6 gorbe.

5. Az illesztett gorbe teljes egészében az adott x; (k =0,1,...,N)
pontok konvex burkdban helyezkedik el.

(MY Nk e
Ui a . t"(1-1) sulyok nemnegativak, és 0sszegiik 1.
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Gorbeillesztés: B-spline-ok

Legyenek adottak a py, p,,..., py szamok (vagy vektorok).

Masodfoka B-spline-ok: legyen u € [0,1], és

. u2—2u+1 —2u2+2u+1 u2
r(u) = 5 Pk—1t ) Dk +7Pk+1

Ezt elkészitjiik minden p;_;, py, pr4+1 adatharmasra. Szakaszonként

értelmezett, szakaszonként masodfoku polinomot kapunk.
Ha py, ps,..., py vektorok, akkor ez gorbeillesztés.
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Ezek a polinomok egymashoz c! -folytonosan csatlakoznak:

1 1 1 1
r(0)=—pr_1+—= r()=—=pi +—=
(0) 5 Pk=1% 5 Pi (D 5 Pkt Picsl
(értékek folytonos csatlakozasa)
Mivel pedig r'(u) = 2u=2 Pi—1+ #pk - 2—2upk+1, azért

rO)=—pea+pe rD==pg+ pry
(derivaltak folytonos csatlakozasa)
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Harmadfoku B-spline-ok: legyen u € [0,1], és

1—-3u+3u”—u’ 4—6u’ +3u’
r(u) = 6 Di—1+ c Dr +
1+3u+3u2—3u3 u3
+ 6 Pr+1 +€Pk+2

Ezt elkészitjik minden py_i, pi, Pi+1> Pr+o adatnégyesre.

Szakaszonként értelmezett, szakaszonként harmadfokt polinomot
kapunk.

Ha py, ps,..., py vektorok, akkor ez gorbeillesztés.
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Ezek a polinomok egymashoz C 2 -folytonosan csatlakoznak:

P S T T S
6 Pk-1 6 Pk 6 Pk+1 6 Pk 6 Pk+1 6 Pk+2
(értékek folytonos csatlakozasa)
, — 3+ 6u—3u’ —12u +9u?
r(u)= Pk-1+ Pkt
6 6
+3+6u—9u2 +3u2
6 Prk+1 6 Prk+2
” 6—6u —12+18u 6—18u 6u
r(u)= Pi-1 +Tpk + p Pk+1+€pk+2

(1. és 2. derivaltak folytonos csatlakozisa)
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