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Térgörbék megadása 
 
 
Egyenes paraméteres vektoregyenlete: 
 

eax ⋅+= t  
 
(a: az egyenes egy rögzített pontja, e: irányvektor) 
 
Térgörbe: egy 3: RRx →  folytonos függvény értékkészlete. Maga a 
függvény: a görbe egy reprezentánsa vagy paraméterezése. 
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Példa (kör egyenlete) 

e, f egységnyi hosszúságú, egymásra merőleges vektorok 
 

fex ⋅+⋅= )sin()cos(:)( tRtRt  
 
Ez egy kör egyenlete (az e, f vektorok síkjában). Egy másik 
paraméterezése: 
 

fex ⋅+⋅= )sin()cos(:)( 22
tRtRt  
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Példa (nyolcasok) 
jix ⋅+⋅= ttttt sin|sin|cossin:)(  

jix ⋅+⋅=
2

sin
2

sin
:)(

tt
t  

 
Példa (csavarvonal hengerpaláston) 

kjix ⋅
π

⋅
+⋅+⋅=

2
)sin()cos(:)(

td
tRtRt  

 

Példa (csavarvonal kúppaláston) 

kjix ⋅
π

⋅
+⋅









π
−⋅+⋅









π
−⋅=

22
1cos

2
1:)(

td

m

dt
Rt

m

dt
Rt  
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Példa (arkhimédeszi spirális) 

)sin(cos
2

:)( 0 jix ⋅+⋅⋅
π

= tt
n

t
Rt  

 

Példa (logaritmikus spirális) 

)sin(cos:)( 0 jix ⋅+⋅⋅= −
tteRt

ct  
 

Példa (hiperbolikus spirális) 

)sin(cos:)( 0 jix ⋅+⋅⋅= tt
t

c
Rt  
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Görbület és torzió 

 
 

Legyen 3: RRx →  egy (elég sima) térgörbe. 
 
Érintővektor a t helyen: )(tx′ .  
Érintőegyenes: )()( tt xx ′⋅λ+→λ  
 

Görbület a t helyen: 3||)(||

||)()(||
:)(

t

tt
t

x

xx

′

′′×′
=κ  
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Példa: jix ⋅+⋅= )sin()cos(:)( tRtRt  (kör), akkor 
 

jix ⋅+⋅−=′ )cos()sin()( tRtRt  és jix ⋅−⋅−=′′ )sin()cos()( tRtRt  

RR

tt
R

R

tttttt
Rt

1||)cos(sin||

||cossincossincossin||
)(

3

22
2

3

22
2

=
⋅+

=

=
×⋅+×⋅−×⋅+×⋅

=κ

k

jjijjiii

 

A görbület jelentése: a „simulókör” sugarának reciproka.  

Görbületi sugár: 
κ

1
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Példa: jix ⋅+⋅= 2:)( ttt  (parabola), akkor 
 

jix ⋅+=′ tt 2)(  és jx 2)( =′′ t  
 

2/322/32 )41(

2

)41(

||2)2(||
)(

tt

t
t

+
=

+

×+
=κ

jji  

 
A legnagyobb görbület a parabola csúcsában van, 2)0( =κ . 
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Torzió a t helyen: 2||)()(||

)())()((
:)(

tt

ttt
t

xx

xxx

′′×′

′′′⋅′′×′
=τ  

 
Példa: jix ⋅+⋅= )sin()cos(:)( tRtRt  (kör), akkor 
 

jix ⋅+⋅−=′ )cos()sin()( tRtRt  ,   jix ⋅−⋅−=′′ )sin()cos()( tRtRt  
jix ⋅−⋅=′′′ )cos()sin()( tRtRt  

akkor kxx 2)()( Rtt =′′×′ , ezért 0)( ≡τ t . 
 
Általában, ha bax )()()( tgtft += , azaz x síkgörbe, akkor torziója 
azonosan 0. A torzió azt „méri”, hogy mennyire tér el a görbe egy 
síkgörbétől. 
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Kísérő triéder 
 
A )(tt x→  görbe minden pontjához rendeljünk egy )(),(),( ttt gfe  
egységnyi normájú vektorhármast a következőképp: 

• )(te  mutasson érintőirányba; 
• )(tf  legyen )(te -re merőleges, éspedig az )(),( tt xx ′′′  vektorok 

síkjába essék; 
• )(tg  legyen mindkettő előzőre merőleges. 

 

Akkor 
||)(||

)(
)(

t

t
t

x
x

e
′

′
= , 

||)()(||

)()(
)(

tt

tt
t

xx
xx

g
′′×′

′′×′
= , )()()( ttt egf ×= . 

Az )(),(),( ttt gfe  vektorhármast a görbe kísérő triéderének nevezzük 
az )(tx  pontban.  
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A térgörbe megjelenítésében a kísérő triéder segíthet. 
 
Példa: legyen )(tt x→  egy görbe. Tekintsük az alábbi felületet: 
 

utRutRtut sin)(cos)()(:),( gfxF ++=  
 
Elég kicsi 0>R  mellett ez egy csőszerű felület, melynek tengelye az 
adott görbe. Ezt térben megjelenítve, a görbe térbeli lefutása 
szemléletesebb. 
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Numerikus deriválás 
 
Legyen R→],[: baf  elég sima függvény, bttta N =<<<= ...10  az 

[a,b] intervallum egy ekvidisztáns felbontása, 
N

ab
h

−
=: , khttk += 0: , 

)(: kk tff =    ( ),...,1,0 Nk =  
 

Első derivált, előrelépő séma: 

)()( 1 hO
h

ff
tf kk
k +

−
=′ +  

A Taylor-formulából ui: 
2

1 !2

)(
h

f
hfff kkk ⋅

ξ′′
+⋅′+=+ . 
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Első derivált, centrális séma: 

)(
2

)( 211 hO
h

ff
tf kk
k +

−
=′ −+  

Ui. 32
1 !3

)(

!2
h

f
h

f
hfff k

kkk ⋅
ξ′′′

+⋅
′′

+⋅′+= +
+ , és  

32
1 !3

)(

!2
h

f
h

f
hfff k

kkk ⋅
ξ′′′

−⋅
′′

+⋅′−= −
− . 

A két egyenlőséget kivonva, az állítás adódik. 
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Második derivált, centrális séma: 

)(
2

)( 2
2

11 hO
h

fff
tf kkk
k +

+−
=′′ −+  

 

Ui. 432
1 !4

)(

!3!2
h

f
h

f
h

f
hfff

IV
kk

kkk ⋅
ξ

+⋅
′′′

+⋅
′′

+⋅′+= +
+ , és  

 432
1 !4

)(

!3!2
h

f
h

f
h

f
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IV
kk

kkk ⋅
ξ

+⋅
′′′

−⋅
′′

+⋅′−= −
−  

A két egyenlőséget összeadva, az állítás adódik. 
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Harmadik derivált, centrális séma: 

)(
2

22
)( 2

3
2112 hO

h

ffff
tf kkkk
k +

−+−
=′′′ −−++  

5432
1 !5

)(

!4!3!2
h

f
h

f
h

f
h

f
hfff

V
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Ebből az előző 2-szeresét kivonva, az állítás adódik. 
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Görbeillesztés: Bernstein-polinomok, Bézier-görbék 
 

Legyen 
N

k
tk =:   ( ),...,1,0 Nk = , és legyenek R∈Nfff ,...,, 10  

hozzárendelt értékek. 

Bernstein-polinom: kNk
N

k
kN tt

k

N
ftB −

=
−∑ 








⋅= )1(:)(

0
  ( ]1,0[∈t ) 

 
1. Ha 1,...,, 10 =Nfff , akkor 1)( ≡tBN . 
 

Ui. ekkor 1)1()1(:)(
0

=−+=−∑ 







= −

=

NkNk
N

k
N tttt

k

N
tB . 
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2. Ha ),...,1,0( Nktf kk == , akkor ttBN =)( . 
 

Legyen NkNk
N

k

qpqp
k

N
pg )(:)(

0
+=∑ 








= −

=
: Deriválva (p szerint): 
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0
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=
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

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
=′ NkNk

N

k

qpNqkp
k

N
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N

p
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3. NNN fBfB == )1(,)0( 0 . 
 

4. 
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Görbeillesztés: 
N

k
tk =:  ( ),...,1,0 Nk = , és mindegyik k-hoz rendeljünk 

egy kx  pontot (a síkon, vagy a térben). Mindegyik komponenshez 
készítsünk el egy Bernstein-polinomot: 

kNk
N

k
kN tt

k

N
t −

=
−∑ 








⋅= )1(:)(

0
xB  

Akkor a )(tt NB→  görbe az adott kx  pontokhoz illeszkedő görbe. 
 
5. Az illesztett görbe teljes egészében az adott kx  ( ),...,1,0 Nk =  

pontok konvex burkában helyezkedik el. 
 

Ui. a kNk tt
k

N −−







)1(  súlyok nemnegatívak, és összegük 1. 
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Görbeillesztés: B-spline-ok 
 
Legyenek adottak a Nppp ,...,, 21  számok (vagy vektorok). 
 
Másodfokú B-spline-ok: legyen ]1,0[∈u , és 
 

1

22

1

2

22
122

2
12

:)( +− +
++−

+
+−

= kkk p
u

p
uu

p
uu

ur  

 
Ezt elkészítjük minden 11 ,, +− kkk ppp  adathármasra. Szakaszonként 
értelmezett, szakaszonként másodfokú polinomot kapunk. 
Ha Nppp ,...,, 21  vektorok, akkor ez görbeillesztés.
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Ezek a polinomok egymáshoz 1C -folytonosan csatlakoznak: 

11 2

1

2

1
)1(

2

1

2

1
)0( +− +=+= kkkk pprppr  

(értékek folytonos csatlakozása) 
 

Mivel pedig 11 2

2

2

24

2

22
)( +− +

+−
+

−
=′ kkk p

u
p

u
p

u
ur , azért 

11 )1()0( +− +−=′+−=′ kkkk pprppr  
(deriváltak folytonos csatlakozása) 
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Harmadfokú B-spline-ok: legyen ]1,0[∈u , és 
 

2

3

1

32

32

1

32

66

3331

6

364

6

331
:)(

++

−

+
−++

+

+
+−

+
−+−

=

kk

kk

p
u

p
uuu

p
uu

p
uuu

ur

 

 
Ezt elkészítjük minden 211 ,,, ++− kkkk pppp  adatnégyesre. 
Szakaszonként értelmezett, szakaszonként harmadfokú polinomot 
kapunk. 
Ha Nppp ,...,, 21  vektorok, akkor ez görbeillesztés. 
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Ezek a polinomok egymáshoz 2C -folytonosan csatlakoznak: 

2111 6

1

6

4

6

1
)1(

6

1

6

4

6

1
)0( +++− ++=++= kkkkkk ppprpppr  

(értékek folytonos csatlakozása) 
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)( ++− +

−
+

+−
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−
=′′ kkkk p

u
p

u
p

u
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u
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 (1. és 2. deriváltak folytonos csatlakozása) 
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