Numerikus mddszerek 1. Alapveté fogalmak és osszefiiggések

Hogyan mérjiik azt, hogy egy fliggvény ,,nagy” vagy ,,kicsi”?

Pl. C[a,b]-n (az [a,b] intervallumon folytonos fiiggvények terében) legyen

| fllc:=max | f(x)| (maximum-norma vagy C-norma)
a<x<b

e Egy masik lehetdség:
b
Iflly=]lf(x)|dx (L-norma)
a

b
e Egy harmadik lehetéség: || f ||:= \/ﬂ f(X)|2 dx (L,-norma)
a

.. €s még szamtalan mas lehetdseg is van ...




Mindenféleképp:
e | f|=0,¢és| f|[=0 pontosan akkor teljestil, ha f =0
o a-fl=lal-] 1]

o [f+g| | fl+]lg] (,haromszog-egyenldtlenség™)

Hogyan mérjiik azt, hogy két fiiggvény ,.kozel van” egymashoz vagy ,,tavol”?

Az f és g fiiggvények tavolsaga: | f —g||

Mit értslink az alatt, hogy egy fliggvénysorozat konvergal egy fliggvényhez?

f —f, ha|f,—f[—0.




Hogyan mérjiik azt, hogy egy vektor (szam-n-es) ,,nagy” vagy ,.,kicsi”?

PI. R"-ben (a rendezett valés szam-n-esek terében) legyen

| X ||max:= max [ X;j | (maximum-norma)
e Egy masik lehetoség:

n
I X[l= 2.0 Xj | (0sszeg-norma)
j=1

e Egy harmadik lehetdség:

n
Ixll:= | Y% > (euklideszi norma)
j=1

.. €s meg szamtalan mas lehetdseg is van ...




Mindenféleképp:
e || X||=0,és| x||=0 pontosan akkor teljesiil, ha x=0
o [lo-x]i=lo]-x]l

o [X+VYy|Z[[x||+IY|l (,haromszog-egyenldtlenség”)

Az x és 'y vektorok tavolsaga: | x— V||

Xp — X, ha || X, —x||— 0.



Vektorterek

Az X nemiires halmazt (valos) vektortérnek nevezziik, ha X elemei kozt értelmezett egy

osszeadas, R ¢és X elemei kozt pedig egy skalarral valo szorzas 0gy, hogy a Vektorter-axiomak
teljestilnek:

Tetszoleges X,y,z€ X, A,ueR esetén:

e X+Yy=Y+X (az 0sszeadas kommutativ);

o X+(y+z)=(X+Yy)+z (az 6sszeadas asszociativ);

I1¢tezik X-ben eqgy 0 zérusvektor, melyre x+0=x teljesiil minden X € X -re;

e az Osszeadas invertdlhato, azaz barmely X € X vektorhoz van oly masik X_; € X vektor,
hogy Osszegiik a zérusvektor: X+ X_; =0.

A (- X)=(Ap) - X

o L-(X+y)=A-X+A-y (A+p)-X=A-X+pun-X

o 1-X=X

Az Xy < X részhalmaz altér, ha X maga is vektortér az X-beli miiveletekre nézve.



Példak vektortérre:

o A valds szamok R halmaza maga is vektortér a kozonséges 0sszeadasra €s a szorzasra
nézve.

o A komplex szdmok C halmaza maga is vektortér a komplex Osszeadasra €s a valos szdmmal
valo szorzasra nézve.

14 14 14 2 14 14 . rr 14
o A valds szamparok R“ halmaza vektortér a komponensenkénti miiveletekre nézve:

(@b)+(c,d):=(a+cb+d), A-(ab)=(rarb)

o A valés szamharmasok R® halmaza vektortér a komponensenkénti miiveletekre nézve:
(a,b,c) +(u,v,w) =(a+u,b+v,c+w), A-(ab,c)=(a,Ab,Ac)

e A valds szam-n-esek R" halmaza vektortér a komponensenkénti miiveletekre nézve:

(X0, X2, Xn) + (Y1, Y2, Yn) = (Xg + Y1, X2 + Y2, %0 + V)
A (X, X9y X ) = (AXg, AXo o, AXp )

e Az nxm-es matrixok My, halmaza vektortér a komponensenkénti miiveletekre nézve:
[ay;]+ [byj] = [ay; + byl
A -[ayj] = [ray;]



Példak vektortérre:

e Legyen A tetszéleges halmaz. Az 6sszes A-n értelmezett f : A— R szamértéki
figgvények halmaza vektorteret alkot a fliggvények Osszeaddsara €s szammal valo
szorzasara n€zve:

(f+9)(¥)=T(x)+9(x), (- F)(X)=n-1(x)

e Legyen [a,b] egy véges, zart intervallum. Az 6sszes [a,b]-n értelmezett folytonos
fiiggvények C[a,b] halmaza vektorteret alkot a fliggvények 0sszeadasara és szammal valo
szorzasara nézve. Ez a vektortér altere az [a,b]-n értelmezett fliggvények vektorterének.

e Legyen [a,b] egy véges, zart intervallum. Az 6sszes [a,b]-n értelmezett k-szor folytonosan
differencidlhato fiiggvények cX [a,b] halmaza vektorteret alkot a fiiggvények Osszeadasara
és szammal valo szorzasara nézve. Ez a vektortér altere a C[a,b] vektortérnek, és ha m > K,

akkor C™[a,b] altere C¥[a,b]-nek.



Normalt terek

Az X vektorteret normalt térnek nevezziik, ha X-en értelmezve van egy ||.||-val jelolt valos
értéki fliggvény (norma), a kovetkezo tulajdonsagokkal (norma-axiomak):

e |x[|=0

e || x|| =0 pontosan akkor teljesiil, ha X = 0;

o |[oa-x|=]al-[x];

o [ x+Vy| || x|[+] Y]l (haromszog-egyenldtlenseg).

Példak:
e R-enlegyen || x| :=| X|; az igy definialt ||.|| fliggvény teljesiti a norma-axidomakat.
e C-nlegyen | z||:=]|z]|; az igy definialt ||.|| fliggvény teljesiti a norma-axiomakat. (A

haromszog-egyenlotlenség a geometriai haromszog-egyenlotlenseg azonnali
kovetkezménye.)



Példak véges dimenzios térben:

R"-en legyen || X ||max:= Max(| X; |,...| X, ) ; az igy definiélt || . ||mex fliggvény teljesiti a norma-
axidomakat (maximum-norma). A haromszog-egyenlotlenség:

[+ ¥ llmax = max| xic +yic | < max | xic [ +max | yic [ =l X lmax +11Y lImax

n
Egy masik lehetéség: || x| = 2| Xy | (0sszeg-norma). Most a haromszog-egyenl6tlenség:
=1

n n n
X+Yl= 2 X+ Vi |< 20 X |+ 20 [y [= 1 Xl +
Ix+ Yyl I(le K+ Yk k:1I | k:1|Yk| Xy + 1y lly

n
Egy harmadik lehetdség: || X||o:= Z| Xi |2 (euklideszi norma). A haromszog-egyenlotlenség:
k=1

n n n n
2 2 2 2 2 2
Ix+yl2=2 1%+ Yie |7 = 2% 17+ 22 % v+ 2 v 7 <D xlz w21 x Dz -yl + 1y 2,
k=1 k=1 k=1 k=1

ahol felhasznaltuk a Cauchy-egyenldtlenséget.



Példak végtelen dimenzios térben:

e Cla,b]-nlegyen | f ||c:= max | f(X)|; az igy definialt ||.| fliggvény teljesiti a norma-
a<x<b

axidomakat (maximum-norma vagy C-norma).
b
Egy masik lehet6ség: || f ||;==[| f (x) | dx. Ez is kielégiti a norma-axiomakat (L;-norma).
a

b
Egy harmadik lehetdség: || f ||o:= j | £(X) |2 dx (L,-norma). Itt a haromszog-egyenlétlenség:
a

b b b b
I F+gl5=]1f00+g() 1 dx=[] I dx+2[ f(x)g(x) dx + [| g(x) |* dx <

<[ flU5+2 flo-lall+lgls .

ahol felhasznaltuk a Cauchy-Schwarz-egyenlétienséget.

k .
e C*[ab]-nlegyen || f[|= X max | fY(x)|; az igy definialt ||| fiiggvény teljesiti a

j=0asx<b
norma-axiomakat.
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Banach-terek

Legyen X normalt tér. Azt mondjuk, hogy az (X,) = X vektorsorozat

e korlatos, ha az || X, || szdmsorozat korlatos, azaz || X, ||[< C teljesiil alkalmas C >0 szamra;

e konvergens, éspedig az x € X vektorhoz tart, ha az || X,, — X|| szdmsorozat zérussorozat,
azaz || X, — X |[|— 0;

e Cauchy-sorozat, ha barmely € >0 szdmhoz van oly N kiiszobindex, hogy || X, — Xy < €
teljesiil minden n,m > N indexre.

TetszOleges X normalt terben:
minden konvergens sorozat korlatos is,
és minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat is

Az X normalt teret teljesnek vagy Banach-térnek nevezziik, ha X-ben minden Cauchy-sorozat
konvergens.

Példak Banach-terekre:
e Minden véges dimenzids normalt tér Banach-tér is.
e A C[a,b] tér Banach-tér a C-normaval, de nem Banach-tér az L;-norméval.
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Euklideszi terek, Hilbert-terek

Az X vektorteret euklideszi térnek nevezziik, ha X-en értelmezve van egy (.,.)-val jelolt

kétvaltozos (valds vagy komplex értekit) fliggveny (skalaris szorzat), a kovetkezo
tulajdonsagokkal:

(X,X) =0, és (x,x)=0 pontosan akkor teljesiil, ha x = 0
(Y, %) =%y
(ax,y)=o
(X+Y,2)=

Y,

<y>
X,2)+(Y,2)

Minden X euklideszi tér egyuttal normalt tér is az || X |:= ,/(X, X) normaval

(skalaris szorzat altal indukadlt norma), tovabba minden X,y € X esetén érvényes az
(X, V) IS x|l yll  Cauchy-egyenidtienség.

Az X euklideszi tér Hilbert-tér, ha teljes is (a skalaris szorzat altal indukalt norma szerint).

Minden véges dimenzids euklideszi tér Hilbert-ter.
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A Cauchy-egyenldtlenség bizonyitasa:
Egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a tér valos. AkKkor minden X, y-ra:

2 2 2
Ix+y 1% =1 x1°+2(x,y)+ 1y
TetszOleges X,y € X, a € R mellett || x —ay ||22 0, ezért:

| x—ay [°=] x|I* —2a(x, y) + a? || y[|*> 0

x|

Specialisan, o= X || /|| y|| mellett: || x ||> - 2m<x, y)+

2
x|

Iyl =0,
Iy

ahonnan (X, y) <[ |- y|l. Es x helyébe (-x)-etirva: —(x,y) <[ x|-| y| isigaz.

A haromszog-egyenlotlenség igazolasa a skalaris szorzat altal indukalt normaban:

I x+y 12 =] x| +2(x, y)+ ] y || <
<X 2] (%, y) |+ Y112 <
< xIE 20 xI-Tyl+1yle=dxI+1yl?
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Példak:

e Az R tér Hilbert-tér az (X,y):= Xy skaldris szorzattal.
e A C tér Hilbert-tér az (X, y) = Xy skalaris szorzattal.

o Az R? tér Hilbert-tér az (X, Y)=XY1+ XY, skalaris szorzattal.

(X1, X2), (Y1, ¥2)) = X Y1 + XoYo = RrcostcosT + Rrsintsin T = Rrcos(T —t)

Geometriai szemleltetes:

(V1,32)

(x1,x7)

Roviden: (X, y) =] x| -|| y|l-cos®, ahol 8 az x és y vektorok altal bezart szog.
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Példak euklideszi terekre:

n
Az R" tér Hilbert-tér az (x,y):= %Y skaldris szorzattal. Az ez ltal indukélt norma az
k=1
euklideszi norma.

A Cauchy-egyenlotlenség konkrét alakja itt:

n n n
PRAL S\/lek & \/Zl Vi I°.
k=1 k=1 k=1

Sem a maximum-norma, sem az dsszeg-norma nem indukalhato skalaris szorzattal.

b

A Cl[a,b] tér euklideszi téraz (f,g) = [ f (x)g(x)dx skalaris szorzattal (L,-skalaris szorzat),
a

de nem teljes, azaz nem Hilbert-tér. Az L,(a,b) tér viszont Hilbert-tér.

b b b
A Cauchy-egyenlStlenség konkrét alakja most: | [ (x)g(x)dx |S\/[| f(x) |2 dx - \/H g(x) |2 dx
a a a
(Cauchy-Schwarz-egyenlotlenség)

Sem a maximum-norma, sem az L;-norma nem indukalhat6 skalaris szorzattal.
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Linearis operatorok

Legyenek X, Y vektorterek. Az A: X — Y leképezést linearis leképezésnek vagy linearis
operatornak nevezziik, ha A(X+Yy) = A(X)+ A(y) és A(L-X) =A-A(X) teljesiil minden

X,y € X vektor és A esetén. A szamértékii linearis leképezéseket gyakran linedris funkcionalok-

nak nevezzik.

Példak:
e A:R—>R, Ax:=a-x (ahol aeR tetszoleges konstans). Akkor A linearis leképezés.
e D: Cl[a, b] — C[a,b], Df .= f'. (differencialas operatora). Akkor D linearis leképezés.

e Legyen |:C[a,b] >R, If = [2f(x)dx. Akkor | lineéris funkcionl.

Legyen I egy, a O-t tartalmazé véges, zart intervallum, és 6:C[1] > R, of = f(0). Akkor
O linearis leképezés. (Dirac-féle o -funkcional)

Legyen AeM,.,. Az R" 5> R", x— Ax leképezés egy linearis leképezése R" -nek
onmagara. ( Ezt a leképezést, ha nem okoz félreértést, ugyancsak A-val jeloljiik.)
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Korlatossag és folytonossag

Legyenek X, Y normalt terek, A: X — Y egy linearis operator.

Az A: X —Y linearis operator korlatos, ha van oly K >0 szam, hogy || Ax|| < K-|| x|| teljesiil
minden x € X esetén. K-t az A operator egy korlatjanak nevezziik.

Egy A: X —Y linearis operator pontosan akkor korlatos, ha folytonos.

Ekkor A legkisebb felso korlatjat A (operator)normajanak nevezzik (jele || A ||) .

I All =sup{]l Ax]l: x e X, || x]|< 1}

Roviden tehat: ha az A: X —Y linearis leképezes folytonos (korlatos), akkor || Ax || <|| Al -]l x|,
¢s ||Al| a legkisebb ilyen tulajdonsaga szam.

A operatornorma fligg az X és Y terek normaitol!

Ha A: X —>Y és B:Y — Z folytonosak, akkor a BA szorzatoperator is az, és
| BA[ <[ B[l Al
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Példak korlatos (folytonos) linearis operatorokra:

e Az | : X — X identikus operator folytonos, normaja mindig 1 (az X tér normajatol
fliggetleniil).

e A zérusoperator folytonos, normdja mindig 0 (az X tér normajatol fliggetleniil).

Ha X, Y véges dimenziosak, akkor minden A: X —Y linearis operator folytonos is.

e A differencialas D Cl[a, b] - C[a,b], Df := f’ operatora folytonos ¢ terek normai
szerint.

e A Dirac-funkcional a C(l)-norma szerint folytonos, de az Ly -norma szerint nem az.
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Matrixok és véges dimenzios linearis leképezések

Legyen Ae M., és tekintsiik az
R">R™, x— Ax

leképezést. gy R" — R™ linearis leképezést definialtunk, melyet ugyancsak A-val jeldliink. Igy
minden matrixnak egyértelmiien megfeleltettiink egy linearis leképezest €s viszont.

Ugyanakkor M., maga is vektortér, igy tobbféle matrixnormat is értelmezhetiink:
Matrixnormak, melyek nem operdtornormdk:

. n n
o Osszeg-norma: || All:= X X |ay;|
k=1 j=1

n n
e Frobenius-norma: || A||:=\/Z > | |2
k=1j=1

Ezek a normak nem indukalhatok vektornormaval (az egys€égmatrix normaja nem 1)
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Vektornorma dltal indukdlt mdtrixnormak (operdtornormak):

Ha R™-ben és R"-ben egyarant a maximum-norma adott, akkor az operatornorma
az abszolut értékkel vett sorésszegek maximuma (sor-normay:

”A”max max Z'akjl
1<k< mJ—]_

I AX||max= max | Zaij |< max Zlakjl | X; |<(ma>< Zlak, )- (maXIX ) =ll Allmax Il X llmax
<k<m  j=1 I<k<m j=1 I<k<m j=1 <j<n

Ha R™-ben és R"-ben egyarant az 6sszeg-norma adott, akkor az operatornorma
az abszolut értékkel vett oszlopé')sszegek maximuma (0Szlop-norma):

| Aly= max 3| 3y |

I<j<nk=1
IIAX||1—Z|ZakX |<Z Zlak RS I—Z(Zlakjl)lx |<(ma>< Zlakjl) ZIX |=ll Ally -l X[l
k=1 j=1 k=1j=1 j=1 k=1 I<j<nk=1

Ha R™-ben és R"-ben egyarant az euklideszi norma adott, akkor az operatornorma altalaban
nem all eld a matrixelemek egyszerii fiiggvényekent. Specialisan, ha A onadjungalt, pozitiv
definit, akkor az operatornorma a maximalis sajatértékkel egyezik.
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Trigonometrikus Fourier-sorok L, (0,27)-ben

Tetszoleges f € L,(0,2n) fliggvény eldallithato az L, (0,21)-norméaban konvergens

f(xX)=ag9+ %ak CoSkx + %bk sin kx
k=1 k=1

trigonometrikus Fourier-sorral, ahol az egylitthatok az alabbi mdédon szamithatok:
1 2¢n
dgp =5 .[ f (X) dX’
2T 0

121 121 _
a =— | f(x)coskxdx, b, == [ f(x)sinkxdx.
To To
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Komplex exponencialis fiiggvény

2 3

. ZK zZ 12° 2
Tetszéleges z € C-re e* Z ? i ot 2 +... (exponencialis sor)

A exponencidlis sor minden z € C esetén abszolit konvergens. Specialisan, ha z valos, akkor
Osszege egyezik a kozonséges e alapu exponencialis fliggveény helyettesitési értékével.

(Euler-formula): Minden t e R esetén: e't = cost +isint.

Felhasznalva ui. a Szinusz- és koszinuszfiiggvény ismert Taylor-sorait:

2 4 .6 3 5 .7
costzl—t— t——t— sint:t—t— t——t—
21 4 6 3 5 7
kapjuk, hogy:
T A S S R it t° it t* it
e =1+—-+ + + + =l — 4+ — ..
2 3 vl 51 n 21 3 4 5

A valos ¢€s képzetes részeket szétvalasztva, az allitas mar adodik.



A diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)

Ha fy, fy, fo,...,fyg € C egy véges sorozat, ennek diszkrét Fourier-transzformaltja:
2ijC

z fie N (k=012,...,.N -1

Kapcsolat a Fourier-sorokkal: Legyen f egy, a [0,27] intervallumon értelmezett folytonos

27 1 N=1 2K K
). Akkor az N > fie N osszeg az jf(x)e' *dx integral

j=0
egy Riemann-6sszege. Innen, felhasznalva az Euler-formulat:

fuggveny, és jeldlje f; = f(

2kj7t 21

% %z_ ijf(x)e'kxdx_—jf(x)coskxdx+| —jf(x)sm ocdx = ay +ib,
ahol a, , b, a trigonometrikus Fourier-egyiitthatok.

Miiveletigény: O(N 2), ¢s ez tal nagy!
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A diszkrét inverz Fourier-transzformacioé (iDFT)

Minden veéges sorozat egyértelmiien rekonstrualhaté a DFT ismeretében, ¢spedig:

1N1 _2'&,

" Z (k=012,...,N-1)

(dlszkret inverz Fourier-transzformacio, iDFT)

Tetszoleges k =0,1,2,...,N —1-re ui.:

_2kjn N _IN-1 2rjn 2ijC

1 N=1 N-1 g N-1 S20H0% 0 N-1 g N1
LY e N Sy YheNe Moy hoye N -y foyil,
N j=0 j =0r=0 r=0 N j= r=0 N j=0
2(r—k)7ci P N-1
ahol z=e N . Hamostr =k, akkor z =1, ezért N > zJ =1. Har kiilénbézik k-tol, akkor
j=0
Z 1s kiilonbozik 1-t6l, €s a belsd szumma egy véges geometriai sor 0sszege:
N1 N erom g 1
>zl = = = =0, ahonnan az allitds mar kovetkezik.

=0 z-1 z-1 z-1
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A gyors Fourier-transzformacié (FFT)

2kjn
N—1
Jelolje F .cN >cNabpFT (linearis!) operatorat: (Fy ), = fie N (k=01,...,N-1)
N - N Tk -
j=0

Legyen N paros: N :=2Ny, és (Fy )i kifejezésében valasszuk szét a paros €s paratlan indexii
tagokat. Legyen eldszor csak k =01,...,N; -1

Np-1 ZN’“k-2| N1 - @k (21+1) Ni-1 ZNmk-ZI ZI:I“kNl @k 2l
(Fn k= 2, fae Z forpie N = > fae +eN > fyqeN =
1-0 1-0 1-0 |-
Ng-1 2™ 2w Ny 2y
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A gyors Fourier-transzformacié (FFT)

2kjn

N -1

Jelslje Fy :CN — CN a DFT (linearis!) operatorat: (Fy f), = > fieN  (k=01..N-1)
j=0

Legyen N paros: N :=2Ny, és (Fy )i kifejezésében valasszuk szét a paros €s paratlan indexii
tagokat. Az N; +k alakt indexekre (kK =0,1,...,N; —1) hasonldan:

4 Nl Py g Nl 2T N
(Fn TNk = Z fye "t +eN -2, foge™ =
1-0
Ny — @m 2m, Ny -1 @kl
= > fpe™ —eN .} fye™
1=0 1=0

Mindkét esetben, mindkét jobboldali szumma maga is egy-egy diszkrét Fourier-transzformalt, de
csak feleakkora vektorokkal. Az eljaras rekurziv modon folytathatd, ha N 2-hatvany.
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A gyors Fourier-transzformacié (FFT) rekurziv algoritmusa

o Np=N/2, @ i=(fg, forfon,2), T i=(fy, far Fon, 1)

Rekurziv hivasokkal, legyen

e FO_F O fO_F O

2mik
Fyfe =fP+e N f9  (k=01..,N;-1)
(Fn ngk = 0 —e N - £8 (k=01,...,Ny -)

ahol N=1esetén F f :=f  (itt f mar egyelemii vektor).
Miiveletigény: O(N log N), és ez sokkal jobb, mint O(N %)!

Az algoritmus kiterjeszthet6 az inverz diszkret Fourier-transzformalt szamitasara is.
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Kétdimenzios diszkrét Fourier-transzformacio

Az f e My,N matrix diszkrét Fourier-transzformaltja a kovetkezé f € My, matrix:

1N -1 2mikr 2mijs
ZZfSeNeN
r=0s=0

Jelolje F az 1D diszkrét Fourier-transzformaltat, akkor:

N-1( N-1 2nijs 2nlkr ] 2mikr
=2 2 frse N Z(Ff )je N
r=0\{ s=0

A 2D diszkrét Fourier-transzformalt kiszamitasanak algoritmusa tehat:

e Az f matrix minden soranak helyébe irjuk be a sor 1D DFT-jét.
e Az igy nyert matrix minden oszlopanak helyébe irjuk be az oszlop 1D DFT- jét.
e Az igy kapott matrix az eredeti f matrix 2D diszkrét Fourier-transzformaltja.

Az 1D diszkrét Fourier-transzformaltak az FFT-algoritmussal szamithatok. A teljes
miveletigény igy O(N 2 logN) (O(N 4) helyett!)




