Numerikus mddszerek 2. Nemlinearis egyenletek kozelito megoldasa

Egyenletmegoldas intervallumfelezéssel
Legyen f :[a,b] > R folytonos, f(a)<0, f(b)>0, éskeressiik az
f(x)=0

egyenlet egy [a, b] -beli megoldasat.

Bolzano tétele: Legyen f folytonos a véges, zart [a,b] intervallumon.
Tegyiik fel, hogy f (a) és f (b) kiilonbozo eldjeliek, pl. f(a)<0, f(b)>0.
Akkor f-nek van (legalabb egy) zérushelye ebben az intervallumban.

Felezziik szisztematikusan az [a,b] intervallumot Ggy, hogy a két fél-intervallumbol mindig azt
tekintjiik, melyre a végpontokon felvett fiiggvényértékek kiilonbozo eldjeliiek. Jeldlje X,, az n-
edik 1épésben nyert részintervallum kozéppontjat.

Akkor az igy definialt sorozat a fenti egyenlet (egyik) gyokéhez konvergal. A konvergencia
sebessege legalabb egy 1/2 kvociensii mertani sorozat konvergencidjanak sebessége.




Egyenletmegoldas intervallumfelezéssel

Az intervallumfelezés algoritmusa szeml¢letesen:

Hibabecslés: Legyen Xg = a+b

, akkor nyilvan
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A Banach-fixpont-iteracios médszer
Legyen X Banach-tér, f : X — X egy leképezés, és keressiik az
X = f(X)

egyenlet egy megoldasat (ezt az f fliggvény egy fixpontjanak nevezziik).

Banach-féle fixponttétel: Legyen X Banach-tér, f : X — X kontrakcié X-en, azaz alkalmas
O<qg<lszamra || f(X)— f(y)|<q-|| x—y]| teljesiil minden X,y € X mellett.

Akkor f-nek egyetlenegy x € X fixpontja van,
¢s ez eldall az alabbi iterdcios sorozat limeszeként:

Xg € X tetsz, Xni = f(X,) (n=012,...)

A valos fliggvények specialis esete. Ha f : R — R olyan, hogy max| f'(x) <1, akkor f
kontrakcid, mert a Lagrange-kézépértéktetel miatt

[ TO)=TW =T |- [x=y[<(max]| T -| x=y]




A fixponttétel bizonyitasa: Két egymast koveto tag elterese:

X=X =1 F )= F D 1< A % — X0 1 1= F )~ F () 102 [ X1~ X o 1<
<q" X=X |

Ezt felhasznalva megmutatjuk, hogy az (X,) sorozat Cauchy-sorozat X-ben:

I Xnik = Xn I =11 Xntk = Xnsk—1 T Xnak-1 = Xntk—2 ot Xpy1 = Xp [ £

S” Xn+k — Xn+k-1 ” + ” Xn+k-1 ~ Xn4k—-2 ” +..+ ” Xn+1 — Xn ” <
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Ezért a sorozat konvergens, X, — X € X. Megmutatjuk, hogy a limesz fixpontja f-nek. A
rekurziv definici6 szerint: X,.q = f(X,) A bal oldal nyilvan x-hez tart. A jobb oldal f
folytonossaga miatt f (X)-hez. Innen x = f (x).

Végiil igazoljuk, hogy csak egy fixpont van. Ha x, y két kiilonbozo fixpont volna, akkor
O<fIx=yll =l TG)-TW I <alx=yl<lIx=y]
volna, ami lehetetlen.



A Banach-fixpont-iteracios médszer, példak:

1. Oldjuk meg az x = %cosx egyenletet.

Az f(x)= %COS X fuggvény kontrakcio, mert | f'(X)|= % |sin x| < % Ezért egyetlenegy

o 1 : . y
fixpont létezik, és pl. az X5 =0, X1 = ECOS X, sorozat ide konvergal. A sorozat elso

n¢hany eleme (4 tizedesjegy pontossaggal):
0.0000, 0.5000, 0.4387, 0.4526, 0.4496, 0.4502, 0.4501, 0.4501, 0.4501, ...

2. Legyenek Be My, g € RN adottak, és oldjuk meg az x = Bx + g egyenletet.

Ha || B || <1, akkor az f(x):=Bx+ g leképezés kontrakcid, mert
IfO)—T(y)lI=lBx+g-By—gl|<[| B[ x-y]

Ezért ekkor egyetlenegy fixpont 1étezik, és pl. az Xg =0, X1 = BX,, + g vektorsorozat ide
konvergal.



A Newton-modszer egyvaltozos fiiggvényekre
Legyen f :(a,b) > R adott fiiggvény. Keressiik az

f(x)=0
egyenlet egy (a,b)-beli megoldasat.

A Newton-maédszer: Ha X,, a megoldas egy kozelitése, akkor legyen a kovetkezd kozelites az
Xp-beli érintd egyenes zérushelye. Az érintd egyenlete: y = f(X,)+ f'(X,) - (X—X,), innen:

Xni1 = Xp — :,(())((n)) (n=012,...) (Xo € (a,b): kezdeti kozelités)
n




A Newton-modszer egyvaltozos fiiggvényekre

A modszer szemléletes jelentése (X*: pontos megoldas):

Ha f kétszer folytonosan differencialhato, f-nek van gyoke (a,b)-n, és erre f '(X*) = 0 teljesiil,

akkor a Newton-modszer kvadratikusan konvergal minden, az X pontos megoldashoz elég
kozeli Xy kezdeti kozelités eseten, azaz alkalmas C >0 szdm mellett:

* *2
|Xn+l_x |SC'|Xn_X |




Bizonyitas: A Lagrange-kozépértéktételt hasznaljuk (kétszer 1s):

w0 -FC) e P0G -X)

X1 —X =Xy —X — X, — X
f'(Xn) f'(Xn)
B f’(Xn)—f’(t)' Uy f" S). v
_ .I:I(Xn) (Xn X )_ f,(xn) (Xn t) (Xn X )

Mivel f ’(X*) # 0, azért a derivaltfiiggvény X egy egesz (zart) kérnyezetében is zérustol
kiilonb0z6 marad. Itt pedig:

max | f”

max| f”
Xy — x| <Mt =X < L1, =X B =C ol =X

~ min| f'| min | f']|



A Newton-modszer, példa:

Legyen A rogzitett pozitiv szam, és f(X) = x> — A. (= f'(x)=2x)
Ekkor az

f(x)=0
egyenlet egyetlen (pozitiv) megoldasa: x = +/A.

Kiindulva egy tetszdleges Xy > 0 kezdeti kozelitésbol (pl. Xy = A), a Newton mddszer:

X1 = X Xn-A_L X+ 2
n+l = Xn . 2 "X,

A sorozat nagyon gyorsan ~/A-hoz tart.

Megjegyzés: hasonldan lehet barmely (egész kitevOs) gyokvonas kozelitéseére a Newton-
modszert hasznalni.



A Newton-modszer valtozatai

Probléma: a derivalt szamitasa.

f (Xn) —f (Xn—l)
Xn —Xp-1

A szelémodszer: itt f'(x,) = . Legyenek tehat Xg, X; kezdd kozelitések, és

Xn+1 = Xn — (Xn —Xn-1) - T(Xn)
(%)= T(Xq-1)

Haf kétszer folytonosan differencialhato, f-nek van gyoke (a,b)-n, és erre f ’(X*) = 0 teljesiil,

. * 4 4 .o . . .o r, r
akkor a szelomoddszer minden, az X  pontos megoldashoz elég kozeli Xq, X; kezdeti kozelitések

esetén legalabb egy mértani sorozat sebességével konvergal,
azaz alkalmas C >0, 0<q <1 mellett:

| X=X |<C-q"
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A Newton-modszer valtozatai

A Steffensen-modszer:;

Legyenaz f :R — R kétszer folytonosan differencialhat6 fiiggvénynek pontosan egy X

zérushelye. Tegyiik fel, hogy f’(X*) # 0. Akkor minden, X" -hoz elég kozel levo valos kezdeti
X kozelitésbdl kiindulva, az

. f (Xn)?
T+ () — (%)

Xpi1 = X (n=012,...)

sorozat kvadratikusan konvergal X" -hoz.
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Bizonyitas: A Lagrange-kozépértéktételt hasznaljuk:

(% + ()= F () = OO + £ (%) = X0) = £0)- (%)

ezert
Xpoq—X =X —x*—f(X”):x - *—f(X”)_f(X*):x —x*—&(x ~X)=
n+1 n f'(t) n f'('[) n f'(t) n
== )= T 1) gy )

£'(t) £'(t)

Mivel f '(X*) # 0, azért a derivaltfiiggvény X egy egeész (zart) kérnyezetében is zérustol
kiilonb0z6 marad. Itt pedig:

« _max| f"] *
Xpog —X | £———1|t=5]|| X=X | £—
| n+1 | mmlf,l | || n | mmlf,l

max | f"| * 9 * 12
— X =X [T =C Xy =X |
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Differencialas Banach-terek kozott értelmezett leképezésekre

Legyenek XY Banach-terek. Az F: X —Y leképezés az x € X pontban differencialhato,
derivaltja pedig az A: X —Y folytonos linearis leképezés, ha a 0 egy alkalmas kornyezetébol
valasztott h vektorokra teljesiil, hogy

F(x+h) = F(x) + Ah + o(h)

ahol o(h) olyan kifejezés, hogy oth) —>0 (h—>0).

bl
A derivalt linearis leképezést még igy is jeloljik: F'(x) vagy DF(X).
Példa: F:RN 5 R, F(x):=(Ax,x) (ahol Ae My, 6nadjungalt métrix). Akkor:
F(x+h) =(A(x+h),x+h) = (Ax, x) + 2{ Ax, h) +( Ah,h) = F(x) + (2Ax,h) + O(h?),

ezért F'(x)=2AxeRN.
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Altalanositott Newton-médszer
A Newton-moédszer az F(x) =0 egyenletre:
-1
Xn+1 = Xn — (DF(Xp)) |:(Xn) (n=012,...)
Masképpen felirva: Xni1 =Xn —W, (n=012,...)
ahol a w,, javito tag az alabbi /inedris egyenlet megoldasa:

DF (X, )W, = F(xp)

Ha F kétszer folytonosan differencialhato, F-nek van gyoke X-ben, és DF(X*) regularis

(azaz invertalhato, és az inverze is folytonos), akkor a Newton-médszer kvadratikusan konvergal

minden, az X pontos megoldashoz elég kozeli Xy kezdeti kozelités esetén,
tehat alkalmas C >0 mellett:

* * 9
I Xn1 =X 1= C-ll Xp =Xl
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Altalanositott Newton-médszer, példa

Matrixinverzio. Legyen Ae M,y egy regularis matrix. TetszOleges X € M regularis
matrixra jelolje:
F(X)=X1-A

Akkor F:Mp,n = Mpyxns €s az F(X) =0 egyenlet egyetlen megoldasa: X = AL

Alkalmazzuk a matrixegyenletre a Newton-modszert. Az F leképezés derivaltjat szamitva:

FIX+H)=(X+H)T-A=(XU+XHN)T A=+ XH)IxT-A

Ha most H elég kis normaju (tetszéleges matrixnormaban), akkor || X 14 | <]l X -1 |-l H | <1.

Felhasznalva a || B || <1 esetén fennallo (I — B)_1 =1+B+B%+B>+B*+... egyenldséget,
(melybdl (I +B) L =1-B+(|| B|*) kdvetkezik):
FIX+H) =1+ X TH) X T—A=(1 =X H +o(H))X 1-A=

=X Lo X THX L1 o(H) = A=F(X)- X THX 11 o(H)
ahonnan
DF(X)H=-X"HX1 =  DF(X)™W =—XWX
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Altalanositott Newton-médszer, példa

gy a Newton-modszer algoritmusa:

X1 = Xp = (DF (%)) (X5t = A) = X + X (Xt = )X, =
=X, (21 - AX,))

A kézelités hibjara: || AL =X, =]l A1 = AX ) | <[| A7 -] | = AX,, [|. Ugyanakkor
| I — AX, || nagyon gyorsan tart 0-hoz (ha a kezdeti kozelités elég jo volt), mert:

| — AX g = 1 — AX, (21 = AX ) = | —2AX,, + AX,AX,, = (1 — AX,,)2,

ahonnan
2
[T =AXpa <1 =AX, |
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