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Linearis egyenletrendszerek

Legyen Ae M,y adott regularis matrix, b € R N"adott vektor. Megoldandé az alabbi
egyenlet:

Ax=Db

Ha a jobboldal perturbalt: b+ Ab alakt, ez AX hibat okoz a megoldasban: A(X+Ax) =b+Ab.
Innen: Ax = A"tAb. Az abszolat hiba:

-1
| Ax|[<|| A ||| Abl|

A relativ hiba:

AX -1 Ab -1 Ab -1 Ab -1 Ab
LAYty AR Ay At ARy g Aty ARI gy Aty 120
X IxI LA X1 ™ Tl

”||A><X||“<C0nd(A) ||||Abb|||| ahol cond(A) :=| Al|-|| A™*|| (kondiciész4m)




Egyenletek kondicionaltsaga

Ha Ae My N Onadjungalt, pozitiv definit,

akkor az euklideszi norma altal indukalt matrixnormaban:cond (A) = " max

min

mert ekkor || Afl= Ay &5 || A2 = A(AY) oy = KL

min

P¢lda rosszul kondicionalt egyenletrendszerre:

1000x +999y =1

Megoldas: x=1, y=-1
999x +998y =1

1000x +999y =1

Megoldas: x=0.00], y=0
999x +998y =0.999

A rendszer matrixanak kondicioszama: 3.9920E+6.




Szimmetrizalas

Legyen Ae M,y adott regularis matrix, b € R N adott vektor. Akkor A™ is regularis, igy az
Ax =D egyenletrendszer ekvivalens az
A Ax=ADb

Gauss-féle normalegyenlettel, melynek matrixa mar 6nadjungalt, pozitiv definit. De a kondici6-
szama esetleg az eldbbi sokszorosa lehet.

Példa: ha A maga is dnadjungalt, pozitiv definit, akkor

2

k?ax = cond (A)?
min

cond(A*A) = cond(AZ) =




Rosszul kondicionalt egyenletre vezeto feladatok

Fliggvénykozelités polinomokkal: Legyen f :[0,1]] - R adott, folytonos fiiggvény, keressiik azt

a legfeljebb (N —1)-fokt ay +a;x+a X2 . ay XN polinomot, mely L, (a,b)-normaban
0ty 2 N—1 2

legjobban kozeliti f-et, azaz az

1 N-L )
E(ag.ay,...ang)=]| F)— X a;x! | dx
0 j=0
hiba minimalis. Nyilvan:
oE

1 N-1 : N-1
=2 f(x)—ZaijJxkdx = Y Agaj=hb (k=01..,N-1)
oay 0 =0 i=0

1
ahol A = [x)**dx =
Aq g j+k+1

1
(Hilbert-matrix), és by = [ f (x)-x*dx.
0

A Hilbert-matrixok nagyon rosszul kondicionaltak, de ha trigonometrikus polinommal
kozelitiink, akkor a feladat mar jol kondicionalt.

Rosszul kondicionalt egyenletre vezetnek még az inverz feladatok is.
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A Gauss-eliminacio
Megoldando az alabbi egyenletrendszer:

d11X1 + 19Xy + a13X3 +.. N XN = b]_
a21X1 +a22X2 +a23X3 +...+a2N XN = b2

alel + aN 2X2 + aN3X3 +...+ aNN XN = bN
Osszuk le az 1. egyenletet a;;-gyel:

' ' ' '
Xl —|-a]_2X2 +a]_3X3 +...+a1N XN = bl
do1 X1 +adrr Xy +az3X3 +...+aNXN = b2

alel +aN 2X2 +aN3X3 +...+aNN XN = bN



A Gauss-eliminacio
Az 1. sor ayq-szeresét levonjuk a k-adik sorbol (k=2,3,...,N)

Xl +ai2X2 +a]'_3X3 +...+a],_N XN = b]'_
appXp +apgXz +...+ AN XN =b

anoXo +ap3Xg +...+aNyN XN = DN

¢s az eljarast megismeteljiik a 2.,...,N. egyenletre (eliminacio).
Az eliminacid végén az egyenletek alakja:

X1+C12X2 +C13X3 +...+C1N XN :dl
X2 +C23X3 +...+C2N XN =d2
X3 +...+C3NXN =d3



A Gauss-eliminacio

Visszahelyettesitések:
N. egyenletbdl: Xy

(N —1). egyenletbdl: xy_1
(N —2). egyenletbdl: xy_»

1. egyenletbdl: Xq

Teljes miveletigény: O(N 3 ). (nagyon nagy!)

Folemekivalasztas: A k-adik egyenlettel vald eliminacid soran eléfordulhat, hogy az aktualis
foelem (a k-adik sor k-adik eleme) zérus, vagy kozel zérus.

Ekkor cser¢ljiik fel a k-adik egyenletet valamelyik késobbi egyenlettel: célszerli azzal, melyben a
k-adik egyiitthato (az 0j féelem) abszolut értéke a legnagyobb.



Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

2 -6 10
2 -5 3
3 -2 1

= -12
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 -3 5
2 -5 3
3 -2 1

= -12
= -4
= 3
6
—4

3
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

-12
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

21

-12
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 -3 5
0O 1 -7
0 0 35

= -12

—-35
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 -3 5
o 1 -7
0O 0 1

-12
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

o O B
o -
= O O

-12
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Gauss-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

o O BB
o
O O

-12
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Gauss-eliminacio, példa:

2x -6y +10z
2X -3y +3z
3X -2y +12
1 00
0 10
0 01

X

-12
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval

AATL=|
Bontsuk oszlopvektorokra Al tés |-t
A_l— d | dy | A3 ay
1 0 0
110 0
|= O 1 O = el 62 e3
0/0/0 1

Megoldandé N db egyenletrendszer: Aa, =ey

(k=12,...,N)
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

o O BB

o +— O
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

1 2/3 0]-1/3 0 O
o 3 2| 0 10
-2 0 1] 0 01




Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

-3 2
A= 0 3
-2 0
1 2/3 0
0 3 2

0 4/3 1

-1/3 0 O
0O 10
-2/3 0 1
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

-3 2
A= 0 3
-2 0
1 2/3 0
0 1 2/3

0 4/3 1

-1/3
0
—-2/3

Al=
0 0
1/3 0
0 1
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

-3
A=l 0
—2
1 2/3 0
0O 1 2/3

0O 0 1/9

-1/3
0
—-2/3

At=2
0 0
1/3 0
~4/9 1
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

-3 2
A= 0 3
-2 0
1 2/3 0
0 1 2/3
0 O 1

-1/3
0
-6

Al=7
0 0
1/3 0

—4 9
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

1 2/3 0/-1/3 0 O
0O 1 0| 4 3 -6
o 0 1| -6 -4 9
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Matrixinverzio Gauss-eliminacioval, példa:

-3
A=| 0
-2
1 0
0 1
0 0
AL =

-3
4
-6

— O O

-3
4

—2 4

3

-6

4 9

-2
3

-6 -4 9

4]
-6
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A Gauss-Jordan-eliminacio

A Gauss-eliminaciotol annyiban kiilonbozik, hogy a k-adik egyenlettel valo eliminacio esetén a
k-adik ismeretlent nemcsak a kdvetkez6, de a megeldzo egyenletekbdl is kikiiszoboljiik. Igy a
visszahelyettesites el 1s marad.
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

2 -6 10
2 -5 3
3 -2 1

= -12
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 -3 5
2 -5 3
3 -2 1

= -12
= -4
= 3
6
—4

3
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

-12
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

21

-12
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 -3 5
0O 1 -7
0 0 35

= -12

—-35
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X —06y
2X —5Y
3X -2V
1 0
01
00

+10z
+ 3z
+Z

—-16

35

= -12
= -4
= 3

18

8

—-35
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

1 0 -16
01 -7
0 0 1

= 12
= 4
= 3
18
8
-1
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2X
2X
3X

-6y +10z
-5y +3z
-2y +1Z

—-16

-12
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Gauss-Jordan-eliminacio, példa:

2x -6y +10z
2X -3y +3z
3X -2y +12
1 00
0 10
0 01

X

-12
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Az LU-felbontas

Ha a Gauss-eliminacid végrehajthato (egyik foelem sem 0),
akkor A egyértelmiien eloall A= LU alakban,
ahol L als6 haromszog, U felsé haromszog matrix, L diagonalelemei 1-gyel egyenlok.

Ha az LU-felbontas mar megvan, az Ax =b egyenletrendszer ekvivalens az LUx =b egyenlet-
rendszerrel, azaz:
Ly=b, Ux=y

Mindkét egyenlet megoldasa numerikusan olcsé (O(N 2) muveletigényli), mert:

Y1 =by

l21y1 + Y2 —b, -(N-2),(N-2)*N-2THN-2),(N-)XN-1THN-2),NXN = YN -2

l31y1 +lgp Yo +ys =bs UN-1),(N-)XN-1 T UN-2),N XN = YN-1
UNNXN = YN

Ha sok jobb oldal mellett kell az egyenletet megoldani, akkor elég az LU-felbontast egyszer
végrehajtani.

38




Az LU-felbontas, példa:

2
2
3

-6 10
-5 3
-2 1
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Az LU-felbontas, példa:

2
0
3

-6 10
1 -7
-2 1
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Az LU-felbontas, példa:

2
0
0

~6 10
1 -7
7 -14

NITW >
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Az LU-felbontas, példa:

2
0
0

-6 10
1 -7
0 35

NIW >
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A Cholesky-felbontas

Ha az A matrix 6nadjungalt, pozitiv definit,

akkor A egyértelmiien eléall A= LL alakban,
ahol L pozitiv diagonalelemii alsé haromszog matrix.

Haui. A= LU az A matrix LU-felbontasa, akkor legyen D az U matrix diagonalis része, ekkor:
A=LU =LDU,. Mivel A énadjungalt, azért: A" =Uqy(DL ) = A. Az LU-felbontas egyértelmd-
sége miatt: L=Ug, azaz Uy =L, ezért A= LDL = L/D~/DL = (LVD)(LV/D)

Ha Cholesky-felbontas mar megvan, az AX =b egyenletrendszer ekvivalens az LL x =b
egyenletrendszerrel, azaz:

Ly =b, L*x=y

Mindkét egyenlet megoldasa numerikusan olcsé (O(N 2) miveletigényti).

Ha sok jobb oldal mellett kell az egyenletet megoldani, akkor elég a Cholesky-felbontast egyszer
végrehajtani.
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Az ortogonalizacios modszer

Vektorrendszerek Gram-Schmidt-ortogonalizalasa:

Legyenek aq,a,,...,a, tetszéleges linedrisan ﬁiggetlen vektorok egy euklideszi térben. Legyen

51 =d, €. _H és 1<k <n-re:
€
. S _ &
€ .=ak—z<ak,ej>’ej, € ==
j=1 €l

Akkor az igy nyert €,€,,...,

[e1.€5,....6k]1=[ay,80,...,a]

e, vektorrendszer ortonormalt, és minden 1<Kk < n-re:
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Az ortogonalizacios modszer

Jelolje az A matrix sorvektorait a1,a,,...,ay, akkoraz Ax =Db egyenlet ekvivalens ezzel:
(X,ay ) =Dy (k=12,...,N)

Jelolje e,€5,...,6N 8Z a4,8,,...,8y vektorokbol Gram-Schmidt-ortogonalizalassal nyert bazist.
Az (x,ey ) szamok a kovetkezd rekurzidval szamithatok:

(x,€)= X2y

Il
_ k-1
s (X, 8y ) — Z<ak e > <x,ej> bk—Z<ak,ej>-<x,ej>
(X, 6 ) = ”;" - )= - = (k=23,..,N)
e || el €l

Ezekutan a megoldas mar eloall a kovetkezo (véges Fourier-sor) alakban:

K= 308 6

k=1

Miiveletigény. O(N 3)
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Egyenletmegoldas spektralfelbontassal

Legyen Ae My N Onadjungalt, regularis matrix. Jelolje Aq,A,,...,AN @ sajatértéket,
S1,So,...,Sy az ortonormalt bazist alkoto sajatvektorokat (1éteznek!). Allitsuk el6 a jobb oldali b
vektort (véges) Fourier-sor alakban:
N
b= Z<b,SJ>SJ

j=1

Akkoraz Ax =D egyenlet megoldasa:

X:%@’fﬁ

=N
mert Ax = %<b'sj>-Asj = %<b'sj>-xjsj =>(b;sj)-sj=b
S =Y j=1

A megoldast tehat explicit formula adja. Miveletigény: O(N 2) :
Hatranya: 1smerni kell az 6sszes sajatertéket €s egy ortonormalt sajatvektorrendszert.
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Haromatlos egyenletrendszerek megoldasa rekurzioval

B, ¢, 0 0 .. 0
X1 by
A2 Bz C2 O 'y O X b
2 2

0 B C 0
As By C3 % |=| b,
0 .. 0 Ay Bna Cna
XN by

0 .. 0 0 Ay By

Keressiik a megoldast X, =my_1X1 +Niyq  alakban (,,forditott” rekurzio).

AKKor - Xy 3 =My X + M= My (My 1 X1+ Mngg) + N = MMy X+ (Mg + 0y )
Behelyettesitve a k-adik egyenletbe (k =2,3,...,N —1):

AXy 1 + B X + C X1 = Acdmiemy 1 Xy q + (McNp g + i) 1+ B My a X + M1+ CyXig =
= (AcmeMy g +Bemy g +Cp ) Xy 1 + (Acmng g + Ay + Byn,q) =Dy
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Haromatlos egyenletrendszerek megoldasa rekurzioval

Az egyenlOség biztosan teljesiil, ha
A My g +Bemy g +C =0 € Acmynp g + Ay + By g = by,

azaz,haaz my, n, szamok kielégitik az alabbi ,,k6zonséges” rekurzidkat:

Cy by — AN
My =— , Ng41 =
Acmy + By

Legyen my =0, n =0, akkor mzz—ﬁ, nzzﬁ, és x1:m2x2+n2:—&x2+%,

innen az 1. egyenlet: Byx; +CiXo =—CiX, + b +CiX, =by

Legyen a forditott rekurzioban Xy =Ny 1, aKKOr Xy_; =My Xy + Ny, iNnen N. egyenlet:

AnXn-1+ BnXn = Ay (My Xy +Ny) + By Xy = (Aymy +By)Xy + Ay =
=(Aymy + By )Ny + Ayny =by —Aynn + Ayny =by
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Haromatlos egyenletrendszerek megoldasa rekurzioval

A teljes algoritmus:
El6remenet: 2 db rekurzioé:

ml = O,
Cy
Acmy + By’

Mg =

bk _Aknk (k

=1,...,N)

Hatramenet: 1 db forditott rekurzio:

XN = NN
Xp_1 = mk X + nk

(k=N,N-1..,2)

Muveletigény: csak O(N) !
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Visszavezetés fixpont-iteraciora

Az eredeti Ax=Db ecgyenletet hozzuk az alabbi alakra: (erre tobb lehetdség is van):

X=Bx+ f,

¢s tetszOleges Xp € R N indul6 vektor mellett tekintsiik az alabbi rekurziot (iteraciot):

Xpy1 =BX, + f (n=012,...)

Ha || B|| <1, akkor az F(x) .= Bx+ f leképezés kontrakcio, mert

IFO)=FW) I=[Bx+ T =Byt |[<||B-[[x-yll

Ezért ekkor egyetlenegy fixpont 1étezik, és az X, = BX, + f vektorsorozat ide konvergal.

Ming¢l kisebb a || B || matrixnorma, annal gyorsabb a konvergencia.
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Visszavezetés fixpont-iteraciora

Ha a B matrix minden sajatértékének abszolut értéke 1-nél kisebb, akkor az iteracio konvergens.

Azonban a konvergencia ténye még nem minden... Ellenp¢lda:

o P 0
o B 0
B:= v leMpyen,  f=0, xgi=|..|eRN
a B
o 1

Mindegyik sajatértek o -kel egyenld. A pontos megoldas a zérusvektor.
Az n-edik iteraltvektor (N — j)-edik komponense (ha n< N): x{N=J) :[ _ja”_JBJ
J

tehat még a konvergencia bekovetkezte elott, tulcsordulas miatt a szamitas leallhat!
(Pl. a:=1/2, B:=2, n:=200, j:=100, N >200).
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Az egyszeru iteracio
Legyen Ae My, Onadjungilt, pozitiv definit. Az AX=Db egyenlet ekvivalens az
X=X—m-(AX—-Db) = (1 —0A)X+ nb

egyenlettel, ahol > 0 egy iteracids paraméter. Ez indukalja az alabbi fixpont-iteraciot:

Xpt1 = (I —0A)X, +©b

A fenti iteracid minden eleg kicsi > 0 paraméter mellett konvergens.

Az iteraci6 akkor a leggyorsabb, ha || | — oA || a leheto legkisebb, azaz, ha o = 2 :
Amin + Amax
: Amax — M min
Ez esetben: || | —oA||=
Amax * Mmin

Az optimalis iteracios parameter megallapitasahoz tehat ismerni kell a B matrix legkisebb ¢€s leg-
nagyobb sajatertekeét.
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A Jacobi-iteracio

Az Ax =D egyenlet matrixat bontsuk fel egy diagonalmatrix, egy alsé és cgy fels6 haromszog-
matrix dsszegére: A=L+D+U.Akkor Dx=—(L+U)x+b, azaz x=-D}(L+U)x+ D h.

A Jacobi-iteracié: X, = -DHL+U )Xn + D'b. Komponensenként kiirva:

W= P Sa® -t San® b k=12..N)
Ak j=1 Ak j=k+1 Ak

Ha A diagondlisan domindns, azaz )| ayj | <|ay | akkor a Jacobi-iteracio konvergens.
J#k

Ekkor ui. a B = —D_l(L +U) matrix sor-normaja 1-n¢l kisebb, mert

1Bl=max 3 1241 Ta | <1
_ )

k =k | Bk | |akk|1¢k
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A Seidel-iteracio

A Jacobi-iteraciotol annyiban kiilonbozik, hogy a megoldaskomponensek felujitasakor az épp

felyjitott (alacsonyabb indexii) komponenseket azonnal felhasznaljuk a kovetkez6 komponensek
felyjitasaban:

1 k-1 . 1 N : 1
Xr(]li)lz——Zaij(J) - Zaijr(]J)+—'bk (k =1,2,...,N)

n+1
Ak j=1 Ak j=k+1 Ak

Ha A diagonalisan dominans, vagy onadjungalt, pozitiv definit,
akkor a Seidel-iteracio konvergens.
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Variacios modszerek

Legyen az A matrix onadjungalt, pozitiv definit, és tekintsiik az AX=b egyenletet.
Jelolje X a pontos megoldast.

Jelolje (X, ), = (AX,Y). Ez skalaris szorzat (energetikai skaldris szorzat, A-skalaris szorzat).

Az ezéltal indukalt norma az energetikai norma vagy A-norma: || x||5= (AX, X)

Jelolje F(x) = (Ax,x)—2(x,b) (energetikai funkcional).
Akkor: F(x):=(x,X) , —2<x, x*>A =1 x=x" 114 =1 X" ||3. Ezért:

Az energetikai funkcionalnak egyetlenegy minimumbhelye 1€tezik,
¢s ez megegyezik az Ax =Db egyenlet pontos X megoldasaval.

Variacios modszerek: F minimalizalasat célzo modszerek.
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Iranymenti minimalizalas

Legyen eeR N adott (irany)vektor, X e R N adott kdzelités, és minimalizaljuk az
f(t) = F(x+t-e) formulaval adott egyvaltozos fliiggvényt.

F(x+h)=(Ax+ Ah,x+h)—-2(x+h,b) =
= (AX,X)+(Ax,h)+ (Ah, x) + (Ah,h) = 2(x,b) — 2(h,b) = F (x) + 2( Ax—b,h) + (Ah, h)

ezért F derivaltjara: DF (x)h = 2(Ax—b,h), innen DF(x) = 2(Ax—b)

Ezekutan f minimumhelyének megkeresése a szokdsos modon torténhet:

f'(t)=(Df (x+t-e),e)=2(A(x+t-e)—b,e) =2(Ax—b,e) - 2t(Ae,e) =0,

. , Ax—Db,e , . s
A minimumot realizal6 t szam: t = —< <A > >, igy a javitott kozelites:
€,e
_ (Ax—b,e)
X=X+t-e=Xx— x:

(Ae,e)
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A gradiens modszer

Az F energetikai funkcionalt mindig a legmeredekebb valtozdas iranyaban, azaz a gradiensvektor

iranyaban minimalizaljuk.

Legyen X, egy tetszOleges megolddsa az Ax =b egyenletnek, és jeldlje r,, = AX, —b
(maradékvektor). Akkor az r, irany menti minimalizalds utan a javitott kozelités:

(A% =b, 1) I l®

Xn1 = Xp +1:Ty =X = <Arn’rn> al :Xn_m

'n

A kozelités hibajara érvényes az alabbi becslés:

n
* 12 Ami * 12
[ Xn =X ||A$[1—Kmmj [ X0 =X [I'a
max

A moddszer hasznalatdhoz nem sziikséges ismerni a legnagyobb és legkisebb sajatertéket!

Miveletigény: minden egyes iteracios 1épésben O(N 2) .
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A konjugalt gradiens modszer

Legyen az A matrix onadjungalt, pozitiv definit, és tekintsiik az AX=b egyenletet.
Legyen X € R N tetsz6leges indul6 kozelités, Iy = AXg —b, dg =—1y, és n=01,2,...-re:

I, == AX, —Db
r,,d
Xn+1 = Xn _%' n
M1 = AXpyg =D
<Arn+1’dn> d

dn+l ==yt <Adn’dn> n

A konjugalt gradiens modszer (kerekitési hibak nélkiil) legfeljebb N iteracios 1€pésen beliil a
pontos megoldast adja, igy (elvben) a direkt mddszerek koze sorolhato.
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A Tyihonov-féle regularizalas

Legyen az A matrix nem feltétlen énadjungalt, és nem feltétlen regularis. Tekintsiik az AX=Db
egyenletet. Ha A nem regularis, vagy rosszul kondicionalt, akkor a megoldas problematikus.

Legyen a >0 egy paraméter, ¢s minimalizaljuk az
. 2 2 2
F(X) =[| AX=b " +a” [ x|

funkcionalt.
F(x+h) =] Ax+ Ah=b]||? + a? || x + h|]*=

= || Ax=b||* +2(Ax—b, Ah)+ || Ah || +a.? || x|* +2a%(x,h)+ o | h||*=
_ F(x)+2<A*(Ax—b),h>+2a2<x,h>+0(h2)

Ezért DF(X) = 2(A*AX +a’X— A*b) . A minimumbhelyen tehat:

(A"A+0?l)x=AD

Amax (A A) +0.”

Ez mar mindig egyértelmiien megoldhato, és  cond (A*A+ o2 )= — 5
Xmin (A A) +
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A Tyihonov-féle regularizalas

A kozelités hibaja: Legyen X a pontos megoldas: AX =b,és X=X +AX a regularizalt
megoldas: (A" A+a’1)x= A b. Akkor:
(A"A+0?1)x=AAx+a’ x=AAX +A AAX+a’-X +a’-Ax=A"b

*

—  (A"A+a?l)Ax=—0? X

OLZ *

> Xl
Amin (A" A) + o’

2 A A 21111
[Ax][ <o [[(A A+a) -] x ||=

A kozelitd megoldas pl. (konjugalt) gradiens modszerrel allithato elo.
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Numerikus mddszerek 3. Linearis algebrai problémak kozelito megoldasa

Linearis egyenletrendszerek
Direkt modszerek

Iteracios modszerek
Sajatértekfeladatok

Altalanositott inverz
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Sajatértékfeladatok

Egy sajatértékfeladat megoldasa ekvivalens egy magas fokt egyenlet megoldasaval.

As =As (s=0)

Gersgorin tétele: Tetszoleges Ae M N €setén a sajatértékek a komplex sikon

az ay, kozéppontu, 1, = > | ayj | sugaru zart korok egyesitésében fekszenek.
J#k

Ha ui. A tetszOleges sajatérték, s = 0 a hozzatartozé sajatvektor, akkor jelolje k azt az indexet,
melyre | Sy |=|| S ||hax - EFre a k indexre:
N

S
(AS)k = zakij = Ak Sk + Zakij 27\,Sk = Axk —A=-— Z akj =
j=1 j=k j=k Sk

S
la —A < 2 layg | < Xlay[=r
JEL | k| JEL
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Sajatértékfeladatok

Legyen Ae My Onadjungalt, 0 <|Aq |<|As |<...<| Ay | a sajatértékek, Sq,S,,...,Sy @
megfeleld ortonormalt sajatvektorok.

A hatvany-mddszer: Legyen Xg olyan indulo vektor, mely nem ortogonalis Sy -re, €s képezziik
az Xn.1 = AX, sorozatot.

AXp, X :
Akkor a % hanyadosok (Rayleigh-hdnyadosok) sorozata A -hez tart.
Xn
_ N N
Legyen ui. Xq = Zlocjsj (ay #0), akkor x, = A"xg = Zlocjknjsj . Innen egyrészt
j= j=

N N
(AXq, Xn ) = <Za1kn+l ,Zockkrﬂ(sk>— >lo 2 Ayl °" masrészt
k=1 j=1

2
[ Xn | —<
i

MZ“

N
10c Ay, kzlockkksk > = Zl| o 2 -]A j ", ahonnan az allitas mar kovetkezik.
J:
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Sajatértékfeladatok

Legyen Ae M Onadjungalt, 0 <|Aq |<|As |<...<| Ay | a sajatértékek, Sq,S,,...,Sy @

megfelel6 ortonormalt sajatvektorok. Alkalmazva a hatvanymodszert az AL inverz matrixra:

Az inverz iteracio: Legyen Xy olyan indul6 vektor, mely nem ortogonalis S;-re, és képezziik az

_ a1
Xn4+1 = A “X, sorozatot.

2
[ Xn |

Akkor a <A‘1xn | Xn>

hényadosok sorozata A;-hez tart.

Az iteracido minden egyes l1€pésében meg kell oldani egy egyenletrendszert ( AX,,1 = Xp)-
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Sajatértékfeladatok

A Jacobi-mddszer: Legyen Ae My, y Onadjungilt, és legyen (p, () az az indexpar (p <Q),

—d

Aqq —8pp

melyre |a,q | maximalis a diagonalison kiviil. Jelolje ctg2t = W, ¢s
1
1
cost .. .. .. sint
1
Q:=
1
—sint ... .. .. cost
1
1
Ujitsuk fel A-t:
A=Q AQ,

¢s ismételjiik az eljarast. Ha A minden sajatérteke kiilonbozo, akkor az igy nyert matrixsorozat
egy diagonalmatrixhoz tart, melynek f6atloja tartalmazza A sajatértékeit.



Sajatértékfeladatok

A Cholesky-transzformacio: Legyen A e My, Onadjungalt, pozitiv definit, legyen A = LL a
Cholesky-felbontasa. Ujitsuk fel A-t:

A=LL,

hatarozzuk meg ismét A Cholesky-felbontasat, és ismételjiik az eljarast. Akkor az igy nyert
matrixsorozat egy diagonalmatrixhoz tart, melynek féatloja tartalmazza A sajatértekeit.
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Linearis egyenletrendszerek
Direkt modszerek

Iteracios modszerek
Sajatértekfeladatok

Altalanositott inverz
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Matrixok szingularis értékek szerinti felbontasa

Szingularis értékek szerinti felbontas (SVD): Minden A € M., matrix eléall

A=USV"

alakban, ahol:
UeMyum V € M, ortogonalis matrixok (oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak),

S € M« pedig diagondlmatrix (csak a diagonalelemei kiillonbozhetnek zérustol).

S nemzérus diagonalelemei (az A matrix szingularis értekei) pedig az A" A matrix
sajatertékeinek pozitiv négyzetgyokei.
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Matrixok altalanositott inverze

Legyen az Ae M., matrix szingularis értékek szerinti felbontasa A= USV’™. Az

AT =VSTU eM,,

matrixot az A matrix dltaldanositott inverzenek (Moore-Penrose-féle pszeudoinverzének)
nevezziik, ahol, ha

°1 1/ 01

o
2 1/02

S = , akkor St =
63 1/ (53

Az éltalanositott inverz egyértelmdl, és ha Ae M, , regularis, akkor A" = AL
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Egyenletrendszerek altalanositott megoldasa

Az Ax =D egyenletrendszer altalanositott megoldasa:

X" =A"b

(mindig létezik €s egyértelmil).

Az Ax=Db egyenletrendszer altalanositott megoldasa minimalizalja az

F(x)=| Ax—b]?

funkcionalt, €s ha tobb ilyen vektor is van, akkor ezek koziil a legkisebb normaju
(legkisebb négyzetes megoldas).

Az F(x)=|| Ax—b ||2 funkcionalt minimalizal6é w vektorok, és csak azok, kielégitik az

AAw=Ab

un. Gauss-fele normalegyenleteket.

Igy az altalanositott megoldas eldallithatd valamilyen variacios (iterativ) modszerrel.
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