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Interpolacios problémak

Adott X, Xs,...,XN € R" helyek €s azokhoz rendelt Uy, U,,....UN € R™ értékek esetén keressiink
olyan u:R" — R™ fiiggvényt, melyre u(x,)=u, (k=12,...,N) teljesiil!

Alkalmazasi teriiletek:
o gorbeillesztés;
o feliiletillesztés;
e adathianyok potlésa;
e szamitasi modellek adatfeltoltése stb.

Ha n,m >1 (vektor-interpolacios problémak), akkor az ¥, X,,...,Xy € R" helyekhez rendelt

ertékek vektorok: ekkor esetleg meég egyeb kiegeszitd feltételt is szabunk az interpolacids
figgvényre (vektormezOre), pl: divergenciamentesség, rotdciomentesseg.
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A Lagrange-interpolacio

Adottak: X, X»,...,XN € R helyek és az azokhoz rendelt Uq,Us,,...,uy € R értékek.
Keresiink: legfeljebb (N — 1)-edfoku polinomot, melyre u(x,) =u, (k=212,...,N) teljestl!

Lagrange-féle alappolinomok:
X — X, (X=X )(X=X2)...(X = Xj_1 )(X = Xj11)-..(X= XN )

Ij(x)::]_[ =

2 Xj— X (X5 = X)X =X2)- (X = Xj—0)(Xj —Xj41)--(Xj —XN)

Az interpolacids polinom:

N
Py ()= 2 Ui 15(¥)
j=1

A Lagrange-interpolacios polinom egyértelmii.

Ha ui. két (legfeljebb (N — 1)-edfoku) interpolacios polinom létezne, pl. Py_q és Qn_1, akkor
kettdjiik kiilonbségének N db zérushelye lenne, ezért Py_; —Qn_g3 =0.




A Lagrange-interpolacio

A Lagrange-interpolacids polinom egyiitthatoinak masik kiszamitasi modja:

N .
APy1(X)=>a j X 71 alakbol, az interpoléciods feltételek figyelembevételével:
j=1

N i
-1
Pnoa(x)=2aj-x "=uc  (k=12...N)
j=1

Ez egy N-ismeretlenes egyenletrendszer. Matrixelemei: Ayj = Xlg _1, a matrix regularis, igy az

Lagrange-interpolacids polinom I¢tezik €s egyértelmil.



Az Hermite-interpolacié

Adottak: xq,X,,...,Xn € R helyek és az azokhoz rendelt u( <) eR (i =01,...,.m —1) értékek.
Jelolje m:=m +m, +...+my . Keresiink: legfeljebb (m — 1)-edfoka H,,_; polinomot, melyre:

HD (x)=ud  (j=01..m -1 k=12,..N)
teljestil.

Az Hermite-interpolacios polinom létezik, és egyértelmi.

m :

AH,1(x)=>a j X Hermite-interpolacios polinom egyiitthatol az alabbi egyenletrend-
=1

szerbOl hatarozhatok meg:

m dj(xll

) j -
HO) (x,) = Za o hex =Ut?  (j=0L..m -1 k=12..,N)

Specialis esetek:
e mindegyik m, =1 — Lagrange-interpolacid
e N=1 my=m = Taylor-polinom




Kétpontos harmadfoka Hermite-interpolacio

Adottak: xg,%; € R helyek, és a hozzarendelt ug, Uy, Ug, Uy értékek. Legyen h:=x; — Xg, és

2
Keresstink harmadfoku H(X):A+B-(X_XOJ+C-(X_hX0) +D-(X
H(x,) =A+B+C+D = uy
h-H'(Xg) = B = h-ug
h-H'(x)= B+2C+3D = h-y
Az egyenletrendszer megoldasa:
A= Ug
B= h-ug

C =-3ug+3u; —2h-ug—h-uy
D= 2upg—-2u;+ h-ug+h-u;

3
j polinomot melyre:



Szakaszonként harmadfoku Hermite-interpolacio

Adottak: Xg,Xq,...,XN € R helyek, és a hozzajuk rendelt ug,uy,.. Uy ,Ug,Uq,...,UyN €rtékek.

Minden egyes [X,_1, X ] részintervallumon elkészitjiik az uy_4, U _1, Uy, Uy adatokra épiild 2-
pontos harmadfok(t Hermite-interpolacidt. Az egyes részintervallumokon értelmezett polinomok
Cl-folytonosan csatlakoznak az osztopontokban.

Megjegyzés: az Ug,Uy,...,.UN € R értékek sokszor nem ismertek.

Egy lehetséges megoldas:

up =0, uj = Uk+1 ~ U1 (k=1..,N-1), uj:=0
Xk+1 — Xk -1




Harmadfoku spline interpolacio

Adottak: Xg,X,...,XN € R helyek és az azokhoz rendelt ug,Uy,...,uy € R értékek.
Keressiink olyan szakaszonként legfeljebb 3-foku S polinomot, melyre

S(Xk):uk (k:O,l,...,N)
teljesiil, az egyes részintervallumokon értelmezett polinomok az osztopontokban pedig
C? -folytonosan csatlakoznak.

Alapelv: alkalmasan megvalasztott Ug,Uy,...,Uy € R értékek mellett szakaszonként 3-foku
Hermite-interpolaciot alkalmazunk.

AZ [X,_1, X ] részintervallumon (jelolje hy_q = X — X _1):

2 3
X—Xk-1 X— X1 X— X1
Ho 1 (X)=ay+a n +a2[ n + a3
k-1 k-1

AZ [ Xy, X 11] részintervallumon (jeldlje hy = Xy 1 — X ):

2 3
X—X X—X X—X
Hk(X)=a0+a1 N k+az( kj +a3( kj

k




Harmadfoku spline interpolacio

A Hy_1 (X)) =Hg (X¢) csatlakozasi feltételbal:

1u’ +(2+2ju’+1u’ 3u + 3 3u+3u (k=1,...,.N-1)
Ukt ot Ut U =l T S5 Uk o5 Uk =4 N =
hk_1 he_r by h " he, he, hg he

Ez egy 3-diagonalis egyenletrendszer az Uy,...,UyN_1 €értékekre.

Specialisan ekvidisztans alappontok esetén:

: . 3 3
uk_1+4uk +uk+1=—ﬁuk_1+ﬁuk+1 (k =1,...,N—1)

Up, UN szabadon valaszthatok (pl. zérusnak).

A harmadfoku spline az interpolacios feltételeket és az adott ug, Uy peremfeltételt kielégitd
XN
sima fliggvények korében minimalizalja az F(u) = f | £"(X) |2dx funkcionalt.
X0
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Tobbvaltozos interpolacio

Adottak: X;,X5,...,.XN € R? helyek és az azokhoz rendelt Uj,Us,....Uy € R értékek.
Keresiink: minél simabb u fiiggvényt, melyre u(x ) =u, (k=12,...,N) teljesiil.

Ha az alappontok teglalaprdacson vannak: (xlgl) , xgz)) e R? a hozzarendelt értékek pedig Uy
(k=12,...,N, ] =12,...,M), akkor alkalmazhatunk kétvaltozés Lagrange-interpolaciot.

A Lagrange-fé¢le alappolinomok:

@D _ @ (2) _(2)
XY =X X=X
e () =1 (<, xP) = T o (

q#]

Az interpolacios polinom:

N M
P(x)= 2. 2.Uk j Ik j(X)

k=1j=1

12



A Shepard-médszer

Adottak: X;,Xo,.... XN € R? helyek és az azokhoz rendelt u Us,....Uy € R értékek.
1) A2 N y 1,42 N

N
2 Ujwj(X) 1
u(x) = leil C W)= 5
ij(x) ”X_XJ ”
=1

Tulajdonsagok:
e Numerikusan stabil, egyenletmegoldast nem igényel

e Mc¢érsékelt miveletigény (O(N 2))
e Merséekelt pontossag

A Shepard-interpolacios fiiggvény mindkét parcialis derivaltja eltiinik az 6sszes alappontban.
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A radialis bazisfuggvények modszere

Adottak: X;,Xo,.... XN € R? helyek és az azokhoz rendelt U Us,...,Uy € R értékek.
1 A2 N y 1,42 N

N
u(x) = _ZochDj(x—xj)
j=1

ahol @4,...,®y adott, gdombszimmetrikus fliggvények (radialis bazisfiiggvények)

Az ismeretlen o4, a,,...,0n egylitthatok az interpolacios egyenletrendszerbdl szamithatok:

N
ZO(,J'CDJ'(Xk—Xj):Uk (k:1,2,...,N)
j=1

Tulajdonsdgok:
e Nagyon jo approximacios tulajdonsagok
e Egyenletmegoldas sziikseéges
e Nagyméretl, teljesen kitoltott, rosszul kondicionalt matrixok

e Nagy miiveletigény (O(N*>))



A radialis bazisfuggvények modszere

N¢hany specialis eset:

Multikvadrikus médszer (method of multiquadrics, MQ): D (x) = \/|| X ||2 +cJ2
(¢1,Co,...,.cN € R: adott, skaldzo paraméterek)

Vékony lemez modszer (thin plate splines, TPS): D (x) =[x ||2 log || x||

(nincs skalazo paraméter)

2 1112
c-{Ixll

Gauss-fiiggvények: Dj(x)=¢e

(¢1,Cy,...,CN € R: adott, skaldzo paraméterek)



