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Kezdeti érték feladatok

y'(x) = (X y(x)), (Xo <X<Xg +A)
Y(Xg) = Yo (kezdeti feltétel)

(ahol f adott, kétvaltozos fiiggvény, mely kielégiti a Lipschitz-feltételt).

Példa (oldat higitasa). Legyen egy V térfogatu tartaly valamilyen vizben oldott anyaggal (pl.
soval). Kezdjiink el folyamatosan, egyenletesen tiszta vizet tolteni a tartalyba feliil, és hagyjuk a
sos vizet alul ugyanilyen litemben tavozni. A tartalyban nyilvan egyre higabb lesz a s6oldat.

A higulas folyamatat akkor az alabbi differencialegyenlet irja le:

, Q
c'(t) = v c(t)
ahol c(t) at idopillanatban érvényes sokoncentracid a tartalyban, és Q a hozzafolyas hozama,
(idoegység alatt a tartalyba bearamlo viz mennyisége (térfogata)).
Kezdeti feltétel:
c(0) =cy
ahol ¢y a kezdeti (a t =0 id6pillanatban érvényes) sokoncentracio.




Peremérték feladatok

V)= TGy Y0, (o <X<x)
V(o) =Yo, YO4)=y1 (peremyeliérelek)

(ahol f adott, haromvaltozoés fiiggvény, mely kielégiti a Lipschitz-feltételt).
Peremfeltételként a derivaltértékek is eldirhatdk a perempontokban, vagy az érték és a derivalt
adott linearis kombinacioja is.

Példa (elektromos aram vezetében). Tekintsiink egy vékony, hosszi, de nem feltétlen
mindeniitt ugyanolyan vastagsagu és/vagy anyageloszlasu elektromos vezetékdarabot.
Kapcsoljunk aramforrast a vezetek ket végpontjara. Az elektromos fesziiltseg eloszlasat a
vezeték hossza mentén ekkor az alabbi differencialegyenlet irja le:

(c-(U)' =0
ahol U (x) az elektromos potencial a vezeték X pontjaban, o(X) a relativ vezetOképesség
ugyanitt.
A peremfeltételek pl:

U(Xp) =Up, U(x)=U,
ahol Uy, U, a potencial a vezeték két végpontjaban.




Kezdeti érték feladatok megoldasi elvei

Hasznos segedeszkozok:
Taylor-formula egyvdltozos fiiggvényekre:

f(x+h) = f(x)+ f'ﬁx)m f"z(!x)h2+

Taylor-formula kétvaltozos fiiggvenyekre:
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Szamitasi racs: X, =Xy +kh (k=01,...,N), ahol h a 1épéskoz.
Cel: az y megoldas ertekeinek kozelitése a racspontokban.

1. A derivaltak kozelitése veges differencidkkal
Elsorendii derivalt.

e Eldrelépd séma: |V (X ) ~ YkLh_Yk Hibaja: O(h),

mert a Taylor-formuldbol: i1 = Y(X.1) = V(X +h) =y + V(X )h+O(h?)

e Visszalépo séma: |y'(Xy ) ~ % Hibaja: O(h),

mert a Taylor-formulabol: yy_; = y(X_1) = V(X —h) =y, — y'(x )h+O(h?)

e Centralis séma: |y'(X ) ~ Yk+12—hYk—1 Hibaja: O(h?),

mert a Taylor-formulabol yy .1 = Y(Xc11) = Y(X +h) =y, + Y (X )h +% y”(xk)h2 + O(h3)

J J4 !/ 1 14
és hasonléan: Yieer = Y0-2) = YO =) = yie =y (50 + 2 y" (% )h® + O(h”)



Masodrendu derivalt:

Yk-1—2Yk + Yk+1

e Centralis séma: |y"(Xy ) ~

h2

mert a Taylor-formulabol:

Hibaja: O(h?),

[ 1 n 1 nm
Viest = Y1) = Y04 +0) = Vi + Y ()N +2 Y (x¢)h? +oy (x)h® +0(h*)

4 1 4 l "
Vieer = Y1) = Y0 =) = Yie =Y () + 2y (4)h* = 2 y"(x)h? + O ()

Osszeadva a két egyenldséget, az allitas adodik.

2. A differencidlegyenlet integraldasaval

Xk+1

Y (1) — YD) = [ F(x, y(x))dx

Xk

¢s a jobb oldali integralt egy kozelitod integralformulaval helyettesitjiik.

Példa (trapézformula alkalmazasa): Y, 1 — Yk = g (F (s Vi) + F (Xt Yis))
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Az Euler-modszer

Modellfeladat;

y'(x) = (%, y(x)), (Xg <X<Xg +A)
Y(Xg) = Yo (kezdeti feltétel)

Szamitasi racs: ekvidisztans, h [épéskozii: Xg, X1, Xo,..., XN -

A megoldas derivaltjat a racspontokban elsorendil véges differenciakkal kozelitjiik.

Explicit sema (elOrelépo séma hasznalata):

y'(Xc) = yk+1h_ o fo) = Yk =Yk +h-F(6. %)  (k=0L..N-1)

Implicit séma (visszalépo séma hasznalata):

y'(Xg11) = yk+1h_ Mo f (e Vi) = Yoo =Yk N FaVisn) (k=01...,N —1)




Konzisztencia, stabilitas, konvergencia

A lokdlis hibatagok: g; = y(x”l)h_ YOO _ ¢ (x y(x)  (i=01...N 1)

Egy mddszer p-edrendben konzisztens, ha g; = O(hP) (i-t8l fiiggetleniil).

A globalis hibatagok: e; = y(Xi) — V; (i=01,...,N-1)
Egy mddszer p-edrendben konvergens, ha g; = O(hP) (i-tél fiiggetleniil).

Azt mondjuk, hogy egy modszer stabil, ha a globalis hiba a lokalis hibaval becsiilhet6 feliilrol:
-1
|ei|SC'(|eO|+hZ|gj|J (i=01...,.N -1

j=0

Ha egy modszer p-edrendben konzisztens, és stabil, akkor p-edrendben konvergens is.

Az Euler-modszer elsérendben konvergens.
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Az Euler-médszer javitasai

Az eredeti differencialegyenletet atirjuk a kovetkezd alakba:

Xk+1
Y1) = YO) = ] Fx y(x)) dx
XK
b
Trapézformula: Hasznalva az [F(x)dx = (b—a)- F(2)+ F(b) integralkozelité formulat:

a

h
Yk+1 = Yk +§'(f COBMERTCMBIES HCIRS))

Masképp felirva:

Vis1 = Vi +h- F (%, Vi)

h *
Yirr =Y+ (f (Xics Vi) + (ks Yk+1)

A modszer masodrendben konzisztens.
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b
Erintéformula: Hasznalva az [F(x)dx ~ (b—a)- F(a%b) integralkozelité formulat:
a

h
Ykt = Yk + 0 F(Xei1/2, Yk A f (Xks Yk))

Masképp felirva:

h
Yisar2 = Y+ 5 f (X, Yk)

Yk+1 = Yk T h-f (Xk+1/2’ yk+1/2)

A modszer masodrendben konzisztens.
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Az aszimptotikus stabilitas oroklodése

Tekintsuk az

modellfeladatot (A > 0), melynek azonosan 0 megoldasa aszimptotikusan stabil (tetszoleges y
megoldasra teljesiil, hogy lim y(x) =0, mivel y(x) = y(0)- g~ A% )

X—>+00

Legyen most h rogzitett, és vizsgaljuk, hogy a kozelitd megoldasra y, — 0 mikor teljestil.
Explicit Euler-maodszer: Yi+1 = Yk — Ahy,

Az aszimptotikus stabilitas nem minden h mellett 6roklodik (feltételes stabilitas), mert

Vi = Yi-1— Ahy 1 = (1= Ah)yy 4 = (1- Ah)?yy o =...= (1— Ah)“y,.

gy y, — 0 akkor teljesiil minden y, mellett, ha |1— Ah|<1, azaz —1<1- Ah<1.
Az aszimptotikus stabilitas tehat akkor oroklodik, ha

O<h<E
A
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Implicit Euler-modszer:

Yk+1 = Yk — Ahyy g

Az aszimptotikus stabilitds minden pozitiv h mellett 6roklodik (feltétel nélkiili stabilitas), mert

Yk = Yk—1 — Ahy, miatt:

Yk

1
1+ Ah

Yk—1=

—y o =,..=
(1+ Ah)2 <7

1

(1+ Ah)

i Yo

gy y, — 0 minden (pozitiv) h mellett teljesiil.
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A pozitivitas megorzése

Tekintsuk az

modellfeladatot (A > 0), melynek minden pozitiv kezdeti feltételhez tartoz6 megoldasa
mindentitt pozitiv (mert y(X) = y(0) - e_AX).

Legyen most h rogzitett, és vizsgaljuk, hogy a kozelité megoldasra Yy, > 0 mikor teljesiil, ha
Yo > 0.

Explicit Euler-mddszer: Yk+1 = Yk — Ahyy

A pozitivitas nem 6rzodik meg minden h mellett, mert

Vi = Yi-1— Ahy, g = (- Ah)yy 4 = (@- Ah)?yy o =...= (1— Ah)“yq.

gy y, >0 akkor teljesiil minden Yy >0 mellett, ha 0 <1— Ah <1.
A pozitivitas tehat akkor 6rzodik meg, ha

O<h<l
A




Implicit Euler-modszer:

A pozitivitds minden pozitiv h mellett megérzodik, mert y, =y, _; — Ahy, miatt:

Yk+1 = Yk — Ahyy g

1

Yk Yk—1 =

= —y_ =.,..=
1+ Ah 1+ Ah)2 "2

1

(1+ Ah)

i Yo

Igy yi >0 minden (pozitiv) h mellett teljesiil.
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Runge-Kutta-modszerek

ki = (X, i)
Ko = f(Xj+h-ap, yj +h-byiky)
k3 = f(Xi +h°a3,yi +h'b31k1+h'b32k2)

kS = f(Xi +h'as, Yi +h°bslk1+h‘b32k2 +"'+h'bS,S—1kS—1)
Yisr = Yi +N-(Cky +Coky +...4Cks)

Egy-egy konkrét modszert jellemzo paraméterek:

S
do,ds,...,dg
D215 D31 0325 Dgg,bg2,0a3; o Dgp,Bsp D5 s g
C1,Co,...,Cq
. . X; — V(X S
A paraméterek ugy valasztandok meg, hogy a képlethiba tagjai, a ( I+1)h yo4) _ > Cik;

j=1
szamok O(hP) nagysagrendiiek legyenek, ahol p adott szam (a médszer rendje).
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Specialis Runge-Kutta-modszerek

Elsorendii Runge-Kutta-modszer: megegyezik az Euler-moédszerrel.

Masodrendii Runge-Kutta-mddszerek: az érinto- 1ll. a trapézformulaval javitott Euler-modszerek.

Egy harmadrendii Runge-Kutta-modszer:

h h
Ky = (X, Yi), kz::f(xi+§,yi+§k1), Ky=f(Xi+hy; —h-ki +2h-k,)

h
Vi =i+ (ky +4ky +k3)

Egy negyedrendii Runge-Kutta-mddszer:

h h
ke = (X, ¥i), Ko 1=f(Xi+§,yi+§k1),
h h
kS:Zf(Xi"'E’Yi"‘EkZ), ky = f(xi+h,yj +h-Kk3)

h
Yit1 =i +g'(k1 + 2Ky +2k3 + ky)

19




Runge-Kutta-modszerek rendje

Adott s paraméter mellett az elérhetd legmagasabb rend:

(=5 (s=12,3,4)
<s-1 (s=5,6,7)
<s-2 (s=8,9)
| <s-3 (s>10)

p=1

20
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Linearis tobblépéses modszerek

A linearis k-1épéses modszerek altalanos alakja:

K K
2.oYisj=h2Bif(Xisj vizj)  (=0L...N-k)
J=0 j=0

Yo a kezdeti feltételbdl adott; yq, Yr,..., Y1 meghatarozasa teljesen kiilonallo modszerrel kell,
hogy torténjék (pl. egy Runge-Kutta-modszer segitségével). Ez az indulo eljaras feladata.

Egy-egy konkrét modszert jellemzo paraméterek:

K, ag ytti, BorPrafe (@hol o #0),

melyekkel definialjuk a modszerre jellemzd polinomokat:

K . K .
p(2)=Ya;z!, o(@)= 73 B’
=0 j=0
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Konzisztencia
A paraméterek ugy valasztandok meg, hogy a képlethiba tagjai, azaz a
1 k k
gi =1 22X j)— 2B F (Kis i Y(Xis )
j=0 j=0

szamok O(hP) nagysagrendiiek legyenek, ahol p adott szam (a médszer rendje).

A modszer rendje (legalabb) p, ha a kovetkezo feltetelek valamelyike teljesiil:

(a) CO :C]_:Cz :...ZCp :O,

hol G 3 i, CLms 3 Joi—2 3 BiyCom s 3 fPai—2 3 i
ahol Cp= Y ai, Ci==Y joi—— L Co== joi—=3 Bi,...,
j:oJ I'i=o J O!j:oJ ZANI, J =0 J

1 k 1 K

Co==—73 jPa;- > jp_lﬁ- (hibakonstansok)
"Toptiso” ! (p-DtzT

(b) a p(z2)/o(z) racionalis tortfliggvény a z=1 hely koriil a (komplex valtozés) logaritmus-

fiiggvényt (p +1)-edrendben kozeliti, azaz % =logz+0((z-1) IC’+1).
o)
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Stabilitas és konvergencia

A modszer stabil, ha a p polinom kielégiti a gyokkritériumot, azaz ha minden gyokeének abszolut

ertéke legfeljebb 1, €s minden 1 abszolut értékli gyoke csak egyszeres gyok.
Ekkor, amennyiben a mddszer rendje p, a mddszer p-edrendben konvergens is.

Ha a p polinom kielégiti a gyokkritériumot, akkor az elérhetd legmagasabb rend:
p<k+2 hakparos,ill. p<k+1, haKk paratlan. (Dahlquist tétele)
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Adams-tipusu linearis k-lépéses modszerek

p(z)=2% - 27

Explicit, k-adrendii modszerek (Adams-Bashforth-médszerek):

k =1:
Yiza = Yi +h- 10X, ;)
k =2:
h
Vi1l = Vi +§(3f (%, Yi) = £ (X_1,¥i_1))
k =3:
h
Vi1 =Y +E(23f (%, ¥i) =16 f (Xi_1, Yi—1) + 5 (Xi_2, ¥i_2))
k =4:

h
Yit1 = Yi +ﬁ(55f (X, Yi) =59 (Xi_1, Vi_1) +37F (Xi_2, Yi_2) =9 f (Xi_3, Yi_3))
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Adams-tipusu linearis k-lépéses modszerek

p(z)=2% - 27

Implicit, (k +1)-edrendii modszerek (Adams-Moulton-modszerek):

k=1:
Yis1 =Y +g(f (X421, Vier) + T (X5, ¥i))
k=2:
Vi1 =Y +%(5f (Xi41: Vier) +8 1 (X5, ¥i) — T (X1, Yio1))
k =3:

h
Vi1 = Vi +ﬂ(9 f(Xiy1s Vied) V191 (X5, ¥i) =5 F (X1, Vi) + T (X2, Yi_2))
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Peremeérték feladatok masodrendu differencialegyenletekre

Modellfeladat: Legyen o mindeniitt pozitiv, g mindeniitt nemnegativ adott fiiggvény:

— (o (x)u'(x))"+ a(x)u(x) = f(x), (0<x<1)
u(@=a, u@=»>b

Szamitasi racs: X, '=kh (k=0\1,...,N), ahol h a 1épéskéz: h:=1/N . A masodrendii tag
kozelitése centralis sémaval torténik:

1 U1 — Uk U —Uk_1 1
(ou’)' (%) ~ H(Gk+l+T_Gk H = h2(0k+1uk+1—(0k+1+0k)uk + U _q)

Ug, Uy adottak; a tobbi uy egy linearis egyenletrendszer megoldasaval kaphato:
—oUg_q + (0.1 + o) + % )U, —op Uk =h? e (k=12,...N —1)

Az egyenletrendszer matrixa 3-atlos (sOt, ha mindegyik qy pozitiv, akkor diagonalisan dominans
is), igy a megoldas gazdasagosan elvégezhetd (O(N) miiveletigénnyel).
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