Numerikus moddszerek 6. Parcialis differencialegyenletek numerikus megoldasa

Vektoranalizis, osszefoglalo
Parcialis differencialegyenletek és mellékfeltételek
Modszerek elliptikus egyenletekre

Modszerek idofiiggo egyenletekre




Vektoranalizis, osszefoglalo. Differencialoperatorok

Legyen u:R" — R differencialhato skaldrfiiggvény, E : R" — R" differencialhat6
vektorfiiggveny.

ou ou ou
Ox; OXp  OXq

Az u fliggvény gradiense: gradu ::( ) (vektorfiiggvény)

oF, i OB, +..+ OEn (skalarfiiggvény)
8X1 6x2 aXn

Az E =(Ej,E,,...,E,) fiiggvény divergenciaja: div E =

Az E = (E,E,, E3) fiiggvény rotacioja: rotE = Es _ B ,aEl _OEs ,aEZ _%5 (vektor)
8X2 8X3 8X3 8X1 8X1 6X2
2 2 2
A Laplace-operator: Au = 0 lzj + 0 lZJ +...+ 8_[21 (skalarfiiggvény)
8X1 8X2 8Xn

e rotgradu=0

e divrotE=0

e divgradu=Au

div(E-u)=(divE)-u+E-(grad u)




Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Gauss-fele divergenciatétel: j divEdQ = f E-ndll
Q r
) . ou
Kovetkezménye: _[ AudQ = {— dr
O on




Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Gauss-fele divergenciatétel: jdiv EdQ= ff E-ndl
r

Q
Kovetkezménye: _[ AudQ = §8_u dr
O on

fAudQ = [divgrad udQ = {(grad u)-ndl’ = { —dI’
Q Q r



Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Green 1. tétele: [(Au)vdQ =—[(gradu) - (grad v) dQ +{ a—uvdl"
O 0 ron




Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Green 1. tétele: [(Au)vdQ =—[(gradu) - (grad v) dQ +{ a—uvdl"
O 0 ron

Legyen E =(grad u)-v, akkor
div E =div((grad u)v) = (div grad u)v + (grad u) - (grad v) = (Au)v + (grad u) - (grad v).
A Gauss-tételt alkalmazva:

[(Au)vdQ =—[(grad u) - (grad v) dQ + [div((grad u)v) dQ =
Q 0 9

—[(grad u) - (grad v) dQ +§ (grad u)v-ndI’ = — [ (grad u) - (grad v) dQ +§8—uvdr
Q r Q ron



Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Green 2. tétele: [(Au)vdQ — j (AV)udQ = {— vdl' — {—u dr
Q ron ron




Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

a—uvdr—§@udr
0 ron

Green 2. tétele: [(Au)vdQ — [(AV)udQ = § n
Q r

Q

Az 1. Green formula szerint:
[(AuWVQ = — [(grad u) - (grad v) d +§ M vdr
O O ron

U és V szerepcserejével:

[(AV)udQ =—[(grad v) - (grad u) dQ +§@ udl’
0 O ron

Kivonva ezt az el6z6 egyenl6s€gbol, az allitas adodik.




Vektoranalizis, osszefoglalo. Integralatalakitasi tételek

Green 3. tétele (2D-ben):

) =-1 Y u(y)d, ~5. gl x-yI (y)dr 5. [09 1 x=yl AUy,

Megjegyzés: alV (y) =log || x — y ||| figgvény Y # X esetén mindeniitt harmonikus, azaz AV =0.
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Parcialis differencialegyenletek és mellékfeltételek

Elliptikus egyenletek: |Au = f (Poisson-egyenlet; ha f = 0, akkor Laplace-egyenlet)

Altalanosabb elliptikus egyenlet: |div o gradu = f

(Stacionarius hdovezetés; elektromos arameloszlas; szivargas; szélkeltette aramlas sekély
tavakban)

Konvekcio-diffuzio-reakcidegyenlet: |V-gradu —divogradu+d -u= f

(Stacionarius transzportfolyamatok; szennyezdanyagterjedés folyadékokban, gazokban)



Parcialis differencialegyenletek és mellékfeltételek

ou

Parabolikus egyenletek: e DAu = f| (diffazios egyenlet)

Altalanosabb parabolikus egyenlet: %J —divogradu = f

Konvekcios-diffuzios egyenlet:

(Transzportfolyamatok; szennyezOanyagterjedes folyadékokban, gazokban)

%+v-gradu—div<;gradu = f
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Parcialis differencialegyenletek és mellékfeltételek

Hiperbolikus egyenletek: |—- —c%Au = f (hullamegyenlet)

(Hullamterjedés)
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Mellékfeltételek elliptikus egyenletekre: peremfeltételek

e U eldirasa a tartomany peremén (1. vagy Dirichlet-féle peremfeltétel)

o u eldirasa a tartomany peremén (2. vagy Neumann-féle peremfeltétel)

on
® U¢s g—u egy linearis kombinacidjanak eldirasa a tartomany peremén (3. vagy Robin-féle
n
peremfeltétel)

A perem egyes darabjain akar kiilonb6zo tipust peremfeltétel is teheto (kevert peremfeltétel).

Szabad felszin probléma

14




Mellékfeltételek parabolikus és hiperbolikus egyenletekre: kezdeti- és peremfeltételek

Térvaltozok szerint: peremfeltételek (1dofliggd is lehet)
Id6 szerint: kezdeti feltétel

e parabolikus egyenletek esetén: u eldirdsa egy t =ty 1ddpillanatban

¢ hiperbolikus egyenletek esetén: U és Z—ltj eldirasa egy t =1 1dopillanatban

A mellékfeltételekkel ellatott parcialis differencidlegyenletnek (altalaban) egyértelmu
megoldasuk létezik.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
A Fourier-médszer a Poisson-egyenletre

Modellfeladat: [~Au= f| a (0,a)x(0,b) = R? téglalapon, [u:=0

1.lépés: Fejtsiik szinuszos Fourier-sorba a jobboldali f fiiggvényt:

f(x,y) =2 2 csin knx sin 47
k=1j=1 a b

A Fourier-egyiitthatok:

ab :
Ci :iH f (X, y)sin nx sin 41 dydx
ab 55 a b

a peremen.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
A Fourier-médszer a Poisson-egyenletre

2.lepes: A fenti Fourier-egyiitthatokkal készitsiik el az alabbi szinuszos Fourier-sort:

u(x,y) = ZZ 2 5S
_11_1k 2 j T
2 b2

a

sin

k7t

sSin

jmy

a

b

Az igy nyert U fliggvény megoldasa a modellfeladatnak.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
A Fourier-médszer a Poisson-egyenletre

2.lepes: A fenti Fourier-egyiitthatokkal készitsiik el az alabbi szinuszos Fourier-sort:

knx . Jm
u(x,y) = ZZ 22 sin sin 47

—1j_lk TC +j TC a b
2 2
a b

Az igy nyert U fliggvény megoldasa a modellfeladatnak.

2 2 - 2 2 .2 2 :
A(sm k—sm %) (asm k]smjgy [8 sin ngjsinknxz[—k L L )sin knxsin Iy

a ox 2 a oy? a 32 b2 a b
ezert
(2.2 Jznzj ~ kmx jny o X . my
— AuU(X, ] sin C Sln SIn = f (X,
( y) Z_:ljz_:lkz 2 j 752 ( a2 b2 a b Z_:]_JZ_:]_ g a b ( y)
a2 b2 _
A téglalap peremén pedig U =0, mert itt sin kX sin Iy =0.

a

19



Modszerek elliptikus egyenletekre.
A Fourier-médszer a Poisson-egyenletre

Megjegyzesek:
e A Fourier-sorfejtés és Fourier-sor-kiértékelés realizalasa FFT-vel torténhet.

e (Csak téglalaptartomany esetén haszndlhat6 (hasonld modszer vezethetd le meég mas nagyon
specialis tartomanyokra pl. korre).

e Csak Poisson-egyenlet esetén hasznalhato (hasonld modszer vezetheto le még mas nagyon
specialis differencialegyenletre).
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Moédszerek elliptikus egyenletekre.
Véges differencia modszerek

Modellfeladat: —Au=f egy Qc R? tartomanyon, U eldirt a peremen.

| Alapotlet: Boritsuk le a tartomanyt derékszogli egyenkozii raccsal, €s a racs-
pontokban a derivaltakat kozelitsiik véges differencia sémakkal.

N
| W 1c B | A Laplace-operator kozelitése dtpontos centralis sémaval:
5
~UE_2UC+UW UN—ZUC+U8_UN +UW +US +UE—4UC
(AU)C + =
h? h? h?

Igy a C racspontra felirt diszkrét egyenlet:

4ucs —UpN —Uy —Ug —UE :hzfc

mely €rvényes minden, a tartomany belsejében fekvo racspontra. A tartomany peremeére eso
racspontokban U eldirt (peremfeltétel).
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Modszerek elliptikus egyenletekre.

Véges differencia modszerek

ou

A — =v Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa:

on

N

Javitott (masodrendil) kozelites:

Naiv megoldas (a kozelités csak elsOrendii):

innen a C perempontra:

OUc

Uc — Uy

on

UC —UW =h°VC

4UC _ZUW —Uyn —Ug :hsz +2hVC
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Maoédszerek elliptikus egyenletekre.
Véges differencia modszerek

ou 0°u 0? 0° .
by =Ue - 10U 2 o3y, e CMC__PUC f innen
ox 2 ox° ox? oy?
5 2
by =ue —MCp_10%e 2 Ly p2 63
OX 2 ayz 2
aZUC aZUC UN —2UC +US 2
5t centralis sémaval kozelitve: = 5 +0(h°):
oy oy h
8UC 1 1 2 3
Uy =U~ ———h—-=(Uy —2Ur~ +Uc)—= f~h“ +0O(h
w =lc —— 2(N c tUg) , Te (h~)
ahonnan:

duc _Uc —Uy Uy —2Uc +Ug
OX h 2h

—%fCthO(hz)
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Véges differencia modszerek

Numerikus jellemzok:.
e A rendszer nagyméretil, de matrixa ritka matrix.
e Direkt modszerek: nagyon miiveletigényesek.
e Egyszerl iteracids modszerek: altalaban lasstak.

e A perem kozelit€ése durva.

A megoldando f0 probléma: az egyenletrendszer gyors megoldasa.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Véges térfogat modszerek

Modellfeladat: —Au=f egy Qc R? tartomanyon, U eldirt a peremen

Alapotlet: Boritsuk le a tartomanyt egy cellarendszerrel, és integraljuk az
egyenletet minden egyes C cellan:

i i e [AaudQ= | audl“C
C C L. on
° Ezekutan mar csak a normalis irdnyu derivaltnak az egyes cellaoldalak menten
vett integraljait (a fluxusokat) kell kozeliteni pl. cella-kozépponti differencia-
sémakkal:

[AudQ =~ f dQ~-h*f¢
C C

Uy —Uu Uy —U Ug —u
Ja_“drvN_cthvv_cmum

Ug —Uc
—h:UN +UW +US +UE —4UC
on h h

I'c

Igy a C cellara felirt diszkrét egyenlet: [4Uc —Up —Uy —Ug —Ug = h? fcl, mely érvényes
minden, a tartomany belsejeben fekvo cellara. A tartomany peremére illeszkedo cellakban u
eldirt (peremfeltétel).
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Véges térfogat modszerek

e A modszer nagymeretl, ritka matrixa egyenletrendszert ad. Ennek gyors megoldasa
problematikus. De:

e Nem feltétlen sziikséges téglalapcellakat alkalmazni, igy jobban lehet a peremre illeszkedni.

e (sak elsorendii derivaltakat (fluxusokat) kell kozeliteni, masodrendiieket nem.

e A Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa sokkal egyszeriibb.

Ha pl. a C cella keleti oldala a peremre illeszkedik, és ott 2—“ = Vg eldirt, akkor a keleti
n

cellaoldalra vett fluxus szamithato.

[ g—udl“c - N ;uc h W ;uc h+%h+v5h:u|\| + Uy +Ug —3Uc +Vgh
n

A C cellara felirt diszkrét egyenlet:

3UC —UN —UW —US :hzfc +VEh
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Multigrid médszerek

Modellfeladat (linearis): Au=f
Ekvivalens (iteraciora alkalmas) formaban: u=Bu+g
Altalaban ez egy egyszerii Jacobi- vagy Seidel-iteraciot értelmez.

Alapotletek:
e tObbszintl diszkretizalas
e simitas (Jacobi- vagy Seidel-iteracidval)
e javitds a maradékegyenlet alapjan:
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Maédszerek elliptikus egyenletekre.
Multigrid médszerek

Modellfeladat (linearis): Au=f
Ekvivalens (iteraciora alkalmas) formaban: u=Bu+g
Altalaban ez egy egyszerii Jacobi- vagy Seidel-iteraciot értelmez.

Alapotletek:
e tObbszintl diszkretizalas
e simitas (Jacobi- vagy Seidel-iteracidval)
e javitds a maradékegyenlet alapjan:

Legyen U egy kozelitdé megoldasa az Au = f egyenletnek. Akkor a pontos u megoldas eldall
u=U + w alakban, ahol w javité tag megoldasa a maradékegyenletnek:

Aw=f — AU

Ha w meghatarozdsa nem pontos, akkor igy a megoldas egy tjabb kozelitését kapjuk.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Kéthalos modszer

Legyen Xy egy H 1épéskozii (durva) halo, X, pedig egy h 1épéskozi (finom) halo.

Diszkretizalt feladatok: Aup = f,  ll Ayuy = fy
hasonloan: Up :Bhuh+gh il UH :BHUH +0H-

Az egyes halok kozti dtvitelek:  R: Xy —> Xy (lesziikités a durva hélora),
P: Xy = Xy, (kiterjesztés a finom halora)
A kéthalos algoritmus lépéset:

e Eldsimitas: Un = B,hUn + 0y véerchajtasa néhanyszor
h h“Yh h g 1 y

e Durvahalds korrekcid: Uy, = Uy +Pwy, ahol Agywy =R(f,, — AyUp)

e Utosimitas: Un = BnhUn + 0 véerehaijtasa néhanyszor
h h“%h h g i y
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Tobbhalos modszerek

Legyenek X; c X, c...c X| egymasba agyazott halok ( X; a legdurvabb. X, a legfinomabb).

Diszkretizalt feladatok: Ay = fi
hasonldan: U, =Bu +9¢ (k=1,2,...,L)

Az egyes halok kozotti atvitelek: Ry : Xy — X1 (lesziikitések)
B Xkg = Xy (kiterjesztések).
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Tobbhalos modszerek

Legyenek X; c X, c...c X| egymasba agyazott halok ( X; a legdurvabb. X, a legfinomabb).

Diszkretizalt feladatok: Ay = fi
hasonldan: U, =Bu +9¢ (k=1,2,...,L)

Az egyes halok kozotti atvitelek: Ry : Xy — X1 (lesziikitések)
B Xkg = Xy (kiterjesztések).

Kaszkad modszer:

Lemegylink a legdurvabb szintre, és ott pontosan megoldjuk a feladatot:

Ul = Aﬂ__l fl

A finomabb szinteken csak az el6z6 szintrdl athozott megoldasokat javitjuk:

Uy = RU,_4 (athozatal)
U =Byl +0,  (simitas, néhanyszor) (k=2,3,...,L)
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Maédszerek elliptikus egyenletekre.
Tobbhalos modszerek

Legyenek X; c X, c...c X| egymasba agyazott halok ( X; a legdurvabb. X, a legfinomabb).

Diszkretizalt feladatok: Ay = fi
hasonldan: U, =Bu +9¢ (k=1,2,...,L)

Az egyes halok kozotti atvitelek: Ry : Xy — X1 (lesziikitések)
B Xkg = Xy (kiterjesztések).

Multigrid ciklus (MGC): iterativ javitas
Teljes multigrid algoritmus (FMG): nem iterativ

32



Modszerek elliptikus egyenletekre.
Tobbhalos modszerek

Multigrid ciklus rekurziv definicioja:

A legdurvabb szinten pontosan megoldjuk a feladatot:

0, = MGC(L{y, f)) = AT,

A finomabb szinteken:

athozatal az el6z6 szintrél: Uy = B.U,_4

el@simitas: Uy = By U, + gy végrehajtasa néhanyszor

maradék kiszamitasa: n, == f, — A Uy

multigrid ciklus végrehajtasa (csak 1-szer vagy kétszer (V-ciklus ill. W-ciklus)) a
maradékegyenletre az eggyel durvabb halon: wy_; := MGC(k -1, w,_4, R Iy ). A kezdeti
kozelités lehet 0.

durvahalés korrekcid: Uy = Uy + B W _q

utoésimitas: MGC(k, Uy, i) == B, Uy + gy
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Tobbhalos modszerek

Teljes multigrid algoritmus rekurziv definicioja:

A legdurvabb szinten pontosan megoldjuk a feladatot:
0, = FMG(, f)) = AL,

A finomabb szinteken:

o Uy =R (FMG(k-1, f4))
e FMG(k, f):=MGC(K, 0, f))
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Multigrid modszerek

Megjegyzések:.

e A simitas feladata: a hiba nagyfrekvencias komponenseinek erdteljes csokkentése (nem a
gyors konvergencia). A hiba alacsonyfrekvencias komponenseit a durvahalos korrekcio
csokkenti.

e Miveletigény: az ismeretlenek szdmanak elsd hatvanyaval aranyos

e Altalanosithatd nemlinearis feladatokra is (Full Approximation Scheme)
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Variacios modszerek, véges elem modszerek

Modellfeladat: —Au=f egy Qc R? tartomanyon, U =0 a peremen.

Legyenek ¢q,®,,...,\ adott bazisfiiggvények, és Wy, Wo,...,y  adott tesztfiiggvények., melyek

szintén eltlinnek a peremen.
N

Keressiik a megoldast u:= > u j - @ alakban. Mindkét oldalt y -val szorozva és integralva:
j=1
N
uj-grado; -grady, dQ= [ f -y dQ (k=12,...,N)
=1 Q Q

Masodrendu derivaltak nem fordulnak elo!
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Variacios modszerek, véges elem modszerek

Numerikus jellemzok:.

e A rendszer nagyméretli, de matrixa ritka matrix (a bazis- ¢s a tesztfiiggvényeket
alkalmasan megvalasztva)

e Direkt modszerek: nagyon miiveletigényesek.
e A perem kozelitese kellden finom lehet.

e Az elemstruktura lIétrehozasa azonban kiilon probléma.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Variacios modszerek, véges elem modszerek
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Maoédszerek elliptikus egyenletekre.
A perem-integralegyenlet modszer

Modellfeladat: AU =f egy Qc R tartomanyon
Kevert peremfeltétel:
U eldirt a perem egy 17 részén;
a perem fennmarado [, részén a 0U /On normalis iranya derivalt adott

3.Green-formula: jeldlje u:=U |, v::E;—U|r, akkor minden belso (€2-beli) z pontban:
n

(z—-y)-n
U@ =— S-u(y)dry = flog | z—y || v(y)dry, +_ [log || 2=y - (y)dQ,
"rlz-yl "r e

A jobb oldal tagjai: kettdsréteg potencial, egyszerii réteg potencial, logaritmikus potencial.

Alapotlet. Legyen X eI egy perempont; z— X mellett kiszamitjuk mindket oldal limeszet, igy
eqgy integralegyenletet kapunk, melyben az ismeretlen fiiggvények (u és v) csak a peremen
értelmezettek.
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A perem-integralegyenlet modszer

A logaritmikus és az egyszeri réteg potencial folytonosak z szerint.

Ha u folytonos, akkor a kettosréteg potencial limesze:
Yu(y)dr, =
u(y)dry =§

X | z=y| rllx=yl

ahol a(x) a perem belso torésszoge az X perempontban.
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A perem-integralegyenlet modszer

Az u és v peremfliggvények kielégitik az alabbi perem-integralegyenletet:

au+ Ku—-Rv=—Lf

ahol

(x=y)-n
2

(Ku)(x) = § “u(y)dry,

r I x=yll
(RV)(X):=flog | x=y[lv(y)dly,  (Lf)(x):=[log | x—yll f(y)dQ,
T O
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A perem-integralegyenlet modszer

Az u és v peremfliggvények kielégitik az alabbi perem-integralegyenletet:

au+ Ku—-Rv=—Lf

ahol

(x=y)-n
2

(Ku)(x) = § “u(y)dry,

r I x=yll
(RV)(X):=flog | x=y[lv(y)dly,  (Lf)(x):=[log | x—yll f(y)dQ,
T O

Elvégezve ul. a z — X hataratmenetet:

_ 1 (X_y)'ny
0= P

a(y)dry +-u() - 27 - a(¥) - . flog I x-y | v(y)dry +
T r

1
e Jloa -yl f (),

¢s innen a perem-integralegyenlet mar adodik.
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A perem-integralegyenlet numerikus megoldasa kollokacios modszerrel

Legyenek ¢, @,,...,on adott peremfiiggvények, Xq,X,,..Xyn adott perempontok (kollokacios
pontok). (Legegyszerlibb valasztas: a peremet racspontokkal N részre bontjuk, és ¢, legyen az a
fliggvény, mely a k-adik szakaszon azonosan 1, masutt zérus).

Keressiik U-t és v-t ezen fliggvények linearis kombinacidjaként:

N N
U= 2. Ujpj, V= 2V9;
j=1 !

Ezeket a perem-integralegyenletbe helyettesitve, €s az egyenlOséget az Xq, Xo,.. Xy perempontok-
ban megkovetelve, az ismeretlen egylitthatokra linearis egyenletrendszert nyeriink:

N N
aUy + 2 Kijuj = 2 Ryjvj =—LF (%) (Kyj = (Koj)(Xk), Rgj=(Re;j)(Xk))
i1 i1
(k=12,....N)

Ez N db egyenlet. A peremfeltételek tovabbi N egyenletet adnak.
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A perem-integralegyenlet modszer
Numerikus jellemzok

e A perem-integralegyenlet (kozelitd) megoldasa csak peremen elhelyezett racspontokat
igényel. A tartomany diszkretizalasa nem sziikséges.

e Diszkretizalas utan a kapott egyenletrendszer mérete sokkal kisebb, mint véges differencia
modszer alkalmazasa esetén, de a rendszer matrixa teljesen kitoltott matrix €s altalaban nem

szimmetrikus.

e A multigrid technika itt is alkalmazhato, ¢s ez tovabb csokkenti a miveletigényt.
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Az alapmegoldasok modszere

Modellfeladat: AU =0 egy Qc R tartomanyon
Kevert peremfeltétel:
U eldirt a perem egy 17 részén;
a perem fennmarado [, részén a 0U /On normalis iranya derivalt adott

X1, Xp,...,XN adott kiilsé pontok (forrdspontok)
X1y X9, XM €11, XM41r XM420-- XN € o adott perempontok (kollokdcios pontok).

1
D(X) = P log || x|| (alapmegoldas), akkor A®D=0
T

N
U(x) = _Zlajd)(x—ij)
=

Az ismeretlen egylitthatok a peremfeltételekbdl szamithatok:
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Modszerek elliptikus egyenletekre.
Az alapmegoldasok modszere

N
U(x) = _Zlajd)(x—ij)
=

Az ismeretlen egylitthatok a peremfeltételekbdl szamithatok:

N
ZOCj(D(Xk—Yj)ZU(Xk) (k=1,2,...,|\/|)
j=l

- ouU
a Kk — Xi)=——(X k=M +1M +2,...,N
;1 ,ank )= o ) )




Az alapmegoldasok modszere
Numerikus jellemzok

e A modszer csak peremen elhelyezett kollokacios pontokat és kiilso forraspontokat igényel.
A tartomany diszkretizalasa nem sziikséges.

e Rendkiviil egyszerlien programozhato.
e Az egyenletrendszer matrixa teljesen kitoltott matrix és altalaban nem szimmetrikus.

e Az egyenletrendszer matrixa altalaban nagyon rosszul kondicionalt: min¢l tdvolabb vannak
a forraspontok a peremtodl, annal rosszabbul kondicionalt a matrix.
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Numerikus modszerek 6. Parcialis differencidlegyenletek numerikus megoldasa

Vektoranalizis, osszefoglalo
Parcialis differencialegyenletek és mellékfeltételek
Modszerek elliptikus egyenletekre

Modszerek idofiiggo egyenletekre
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Modszerek idofiiggo egyenletekre.
A Fourier-médszer

Modellfeladat: 2—‘: _DAu=f  a(0,a)x(0,b) =R téglalapon

Peremfeltétel. u:=0 aperemen (minden t >0 esetén).
Kezdeti feltétel:  u(0,X,y)=Uq(X,Y).

1.lépés: Fejtsiik szinuszos Fourier-sorba a jobboldali f fliggvényt minden t >0 esetén:

f(t,xy)= ZchJ (t)sm—sm Jmy
k=1j=1 b

2.1épés: Fejtsiik szinuszos Fourier-sorba a kezdeti feltételt is:

Ug(X,y)= Z ZakJ Sin knx sin A7
k=1j=1 a b

3.lépés: Keressiik a megoldast is szinuszos Fourier-sor alakban, egyeldre ismeretlen Fourier-
egylitthatokkal:

ut,x,y) = ZZukJ(t)sm—sm Jmy
k=1j=1 b




Modszerek idofiiggo egyenletekre.
A Fourier-médszer

Behelyettesitve a felteételezett megoldast a differencialegyenletbe:

ou k2r2 jznz
— — DAu = Ugi(t)+ D -

8t Z_:]_El( kj ( ) ( a2 b2
Az egyenlet megoldasat nyerjiik, ha az uy; Fourier-egyitthatofiiggvények kielégitik az alabbi

knx . 1y
Ui (1) |sin —sm —
) kj( )j a b

kozonséges differencialegyenletet €s kezdeti feltételt:

2 2 2 2
ug () + D(* 5+ yug 1) =cig 1)

Uy (0) = ay

Specialisan, ha a Cy; figgvények konstansok (a jobboldali f fiiggvény nem fligg az id6tol):

Cki Cki Dty k2 2 .2 2
Ui () =—— +|a ———2— e K g = A
J D ij J D }\‘kj J a2 b2

Ez esetben a kezdeti feltétel hatisa gyorsan lecseng, és a megoldas tart a |— DAu = f| Poisson-

egyenlet megoldasahoz.
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