abra: Abra

3. modul: Matematikai szamitasok
Excellel

1. lecke: Pontossag, nevesitések, blokkmiiveletek
és fiiggvények

Cél: A blokkmdiveletek és fliggvények hasznalataval egyes rutinfeladatok megoldasa jelent6s
mértékben felgyorsithatd. Kiilonésen szembeting a kilonbség nagyobb mennyiségl adat
feldolgozasakor. A nevesitések megfeleld alkalmazasa ndveli a munkank atlathatésagat, tiszta
megkdzelitést eredményez. A nevesitések hasznalataval és a blokkok hatékony kezelésével On a
sajat munkajaban is jelentds hatékonysagndvekedést érhet el.

Gyakorlati feladatok megoldasanal tisztaban kell lenniink azzal, hogy az altalunk hasznalt/valasztott
szoftvereszk6z6k szamolasi pontossaga korlatozott. Bar a 15-16 jegyl pontossag a problémak
tébbségénél teljesen elegendd, a tarolasi korlatok megfelel6 figyelembe vétele nagyon sok esetben
szikséges. Az eltérések halmozddasabol eredd pontatlansagok kiilonésen nem kelléen megfelelé
megoldasi moédszer valasztasa esetén okozhatnak problémakat. A leckében bemutatott példak és
alkalmazasok Ont is hozzasegithetik ahhoz, hogy a késébbiekben ne ,fusson bele a csébe” ilyen
tipusu szamitasi feladatoknal.
Kovetelmények: On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha (az Excel segitségével)

e Kitudja valasztani listabdl a védett neveket,

e El tudja nevezni a megadott matrixokat és vektorokat munkafiizet és munkalap szinten,

o Kitudja szamitani egy négyzetes matrix determinansat;

e Meg tudja hatérozni egy nem nulla determinansu matrix inverzét;

o El tudja donteni, hogy két adott matrix 6sszeszorozhaté-e;

o Ossze tud szorozni két dsszeszorozhatd matrixot;

o Képes az inverz matrix megfeleld valddi tort formatumua megjelenitésére;

o Meg tudja allapitani egy matrixszorzat pontossaganak/hibajanak a nagysagrendjét;

e Képes transzponalni egy matrixot;
Id6sziikséglet: A tananyag elsajatitasahoz (a feladatok megoldasaval egyitt) hozzavetélegesen 3
Orara lesz szuksége.
Kulcsfogalmak

o  Gépi epszilon

¢ Nevesités és hatokor

e Védett nevek Excel 2010-ben

o Blokkmiveletek



o Blokkfliggvények (Mszorzat, Transzponalas és Inverz.matrix)
e Linearis transzformacié matrixa

o Cserematrix, forgatébmatrix
Pontossag

Amikor az Excel segitségével matematikai, miiszaki, gazdasagi feladatokat oldunk meg, nem art azt
tudnunk, hogy minden numerikus értéket az un. double lebeg&pontos formaban (Id. IEEE-754
szabvany) tarol, és ezekkel szamol. Ennek a szamabrazolasi formanak a pontossaga nem haladja
meg a 16 decimalis szamjegyet. Tehat ha egy értéket olyan cellaformatumban akarunk megjeleniteni,
amely 16-nal tdbb értékes jegy kiirasat kéri, akkor az utolsé jegyek teljesen hasznalhatatlanok
lesznek. Ez a pontossag, illetve még inkabb pontatlansag olyan eredményekhez is vezethet, amelyek
megjelenitése zavarokat okozhat.

Tevékenység: irja be a tablazatkezel6be a kdvetkez6 szamot: 12345678901234567890. Mi lett a cella
tartalma? Elemezze az eredményt!

Tegyuk fel, hogy egy altalanos formatumu celldban a szamitasi eredménylnk elméletileg 0 lenne.
Ehelyett ott a szamitasi pontatlansagok miatt példaul a 2,62E-16 kijelzést latjuk. Ekkor érdemes a
kovetkez6 egyéni és egyben feltételes cellaformazast alkalmazni, amely a 0-hoz nagyon kozeli
értékek helyett magat a 0-t jeleniti meg:

[<-1e-14]-Normal;[>1e-14]Normal;0

Gépi epszilonnak nevezik azt a double tipusban tarolhaté legkisebb pozitiv szamot, amelyet 1-hez
adva az eredmény értéke még 1-nél nagyobbnak adédik. Mivel a 64 biten tarolt double tipus 52 bitet
hasznal a binaris tértrész megjelenitésére, ezért a gépi epszilon értéke:

2% = 2.2204460492503125-10*°

Tevekenység: Idézze fel az el6z6 modulban tanult példat a gépi epszilonrol!



A B C == E
1 n 24n 1+24n 1=(1+24n)
2 0 1.0000000000000000E+00 2,0000000000000000E+00 HAMIS
3 -1 5,0000000000000000E-01 1.,5000000000000000E+00 HAMIS
4 -2 2.5000000000000000E-01 1.2500000000000000E+00 HAMIS
5 -3 1.2500000000000000E-01 1.1250000000000000E+00 HAMIS
6 -4 6,2500000000000000E-02 1.0625000000000000E+00 HAMIS
48 -46  1.4210854715202000E-14 1.0000000000000100E+00 HAMIS
49 -47  7.1054273576010000E-15 1,0000000000000100E+00 HAMIS
50 -48 3,5527136788005000E-15 1,0000000000000000E+00  IGAZ
51 49 1,7763568394002500E-15 1,0000000000000000E+00  IGAZ
52 -50 8.8817841970012500E-16 1.0000000000000000E+00 I1GAZ
53 -51  4.4408920985006300E-16 1,0000000000000000E+00  IGAZ
54 -52  2.2204460492503100E-16 1.0000000000000000E+00  IGAZ
55
56 2.2204460492503125E-16 gépi epszilon
57 {&:m3e1
a01.png}
1. abra

Gépi epszilon pontatlan kijelzése az Excelben

Az abran azt mutatjuk be, hogy az Excel milyen pontosan szamol, illetve a decimalis kijelzési forma
eléallitasakor mennyi jegyig korrekt. A B oszlopban 1-bél indulva folyamatos felezgetéssel jutunk a
megfeleld hatvanyig. Az értékek megjelenitését tudomanyos formaban kértiik 16 tizedes jeggyel. Az
56-0s sorban kozolt érték az utolsé és még pontosan kézolt 52-dik sorbeli érték sorozatos 2-vel
osztasakor kézzel kiszamolt és szévegként visszairt érték!

Latjuk, hogy az Excel csak a 14 tizedes jegyig (15 értékes jegy) jelzi ki pontosan az értéket, és a
tovabbi jegyek helyett 0-t jelez ki, és ezekkel mar nem szamol.

A szamitasi lépéseink kdzben a pontatlan értékeken végzett miiveletek tovabb névelik az eredmény
pontatlansagat (relativ hibajat). Nem mindegy, hogy egy értéket a matematikailag azonos eredményt
szolgaltatd 1épéssorok kozil melyikkel szamitunk ki. A kdvetkezd példank is ezt illusztralja:

(1) =X° ~6x° +15x* ~20x’ +15x ~6x-+1= ((((x—6)x+15)x—20) x+15) x~6 ) x+1

Az els6 és az utols6 un. Horner-zardjelezéses alak segitségével kiszamittattuk a hatodfoku fliggvény
értékeit a [0,995; 1,005] intervallumban és vonalas grafikonon abrazoltuk.
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2. abra
Halmozddo szamitasi hibak (kiegyszerlisodés) hatasa

0,995 0,996 D537 0598 O

~1,0E-15

19

Cellak, tartomanyok nevesitése

Tevékenység: Idézze fel az Informatikai rendszerek alapjai tantargynal tanultakat a nevek
hasznalatarol (Excel alapok)!

Eddigi ismereteinket most kiegészitjik néhany fontos informaciéval.

A cellak és tartomanyok (blokkok) nevesitésének alapveté célja az, hogy a rogzitett cellakra és
tartomanyokra val6 abszolut hivatkozas egyszeriibb legyen.

A késdBbbiekben latni fogjuk, hogy sokkal attekinthetdbb képleteket irhatunk egy paraméteresen
megadott fliggvény vizsgalatakor és abrazoltatasakor, ha a paramétereket nevesitett cellakban adjuk

meg.

Hasonléképpen a matrixokat hasznalo feladatok esetén a matrixblokkot névvel hivatkozva egyrészt
kevesebbet kell begépelni, masrészt attekinthetébb és beszédesebb hivatkozasokhoz jutunk. Példaul

egy linearis egyenletrendszer egydutthatomatrixat é -nak, az inhomogén tagok oszlopvektorat b -nek,

és az ismeretlenek oszlopvektorat X -nek nevezhetjik el.

A nevek megadasakor egyarant hasznalhatunk kis- és nagybetlket, nincs kulénbség kdzottuk.

Kilénbség van viszont a nevek hasznalatakor az egyes Excel verzidk kézétt. Amig az Excel 2003
csak a fuzetszintl nevet ismeri, addig az Excel 2010-ben egy név hatokore a teljes munkafiizet, vagy



csak egy fuzetlap lehet. Ez utébbi esetben ugyanazt a nevet mas-mas flizetlapon mas-mas célra is
hasznalhatjuk.

A keveredések elkerulése végett az aktualis lapon szerepeld lapszint(i név elsébbséget élvez a
flzetszintl névhez képest. A masik flzetlapon |évé azonos névre mindgsitett névvel lehet hivatkozni.
Példaul a Munka1 lapon 1évé lapszintl z névre az ugyancsak z nevet tartalmazé Munka2 lapon
Munka1!z min&sitett moédon hivatkozhatunk.

Tevékenység: A kovetkezd, elnevezésrél szolo rész elolvasasa kdzben hozzon létre egy
munkalapszinten elnevezett blokkot az abranak megfeleléen! Prébalja ki, hogy hasznalhat6-e ez a név
egy masik munkalapon!

A blokk nevének megadasat célszerii a blokk kijelolése utan a masodlagos egérgombbal
kezdeményezhet6 helyi menu vagy a Névkezel6 segitségével kezdeményezni. Ugyanis ekkor
lehetéséget kapunk a név lapszintli megadasara. A hagyomanyos névmegadasi mezében viszont
csak flzetszint(i név adhaté meg! Példankban a Névmegadas flizetlapon adunk nevet.
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3. abra

Lapszintl név adasa

A nevek elsé jele bet(, vagy \, vagy _ jel lehet. Egy név nem tartalmazhat space-t, miveleti jeleket és
egyéb extra jeleket. Egy név nem (itkdzhet beépitett névvel, vagy mas objektum nevével. igy nem
hasznalhatjuk a Sor, Oszlop fogalmak elsé S illetve O betijét, mert ezek védettek. Az Excel 2010-ben
az R, C nevek is védettek (row, column). Erdekes dolog térténik, ha egy r, c neveket tartalmazo Excel
2003 munkafuzetet megnyitunk Excel 2010-ben. Ekkor a védett nevek automatikusan kiegészuilnek a
_vezet6 jellel, és _rilletve _c néven hasznalédnak tovabb. Ez az atalakitas minden r és ¢ nevet
tartalmazé hivatkozésban is végrehajtédik.

Természetesen az érvényes cellahivatkozasok sem adhaték meg névként.

Teveékenység: Probaljon meg cellat elnevezni néhany védett névvel! Hasznalhatunk figgvényneveket
névként?



Blokkmiiveletek (tartomanymiiveletek)

Az adatblokkokkal és blokkokon miveletek végezhettk el (matematikai, fliggvény). Ezek eredménye
tébbnyire egy ujabb tartomanyba, blokkba kerul. Amikor egy képlet argumentumai blokkok és az
eredmeény is egy blokk, akkor az eredményt egy un. blokkmUvelettel helyezzik el a célterlleten.
Ennek lépései a kdvetkezok:

1. Kijeloljuk a megfeleld méretli célterlletet (itt Iehet a legtobbet hibazni!);
2. Begépeljik a megfelel6 képletet a forrastartomanyokra hivatkozva;
3. Ctrl + Shift + Enter billentylkombinacioval végrehajtatjuk a miveletet.
Az, hogy egy cellaban blokkmuvelettel szarmaztatott eredmény van, onnan latszik, hogy a

szerkeszt6savbeli képlet automatikusan { } zaréjelparba keril. Ezek az automatikus kapcsos zaréjelek
nem szerkeszthetéek.

Milyen képleteket és miveleteket hasznalva tolthetiink fel értékekkel egy Uj adatblokkot? A fontosabb
szabalyok a kdvetkezdk:

A) Blokkot fel lehet tolteni tdmballandéval is.

B2 v Je | {={1\2\3;4\5\6;7\8\9}}
Aij B | = Ci ~ D | E F G H

1

2 | 1 2 3

a8 4 5 6

4| 7 g 3

5

6

7

8

9

10 akijelolt blokkra ={1\2\3;4\5\6;7\8\9} és Ctrl+Shift+Enter ]

14 {a:m3e1a04.png}
4. abra
Témballando

Tomballando: {} zarojelparba helyezett értéklista. Az Excel 2003 esetén a sorok adatait pont valasztja
el, Excel 2010 esetén a \ jel, a sorokat pedig mindkét esetben a ; jel. (Megjegyzés: a tomballanddkat
ritkan hasznaljuk.)

Tevékenység: Hozza létre tomballanddval a fenti abran lathatd matrixot!

B) Ha egy cellaba kerul6 értéket legalis kifejezéssel mas cellak tartalmara hivatkozva szarmaztatunk,
akkor ugyanez a kifejezés cellak helyett blokkokra is alkalmazhatd, csak minden cellahivatkozas
helyett azonos méretli blokkhivatkozas kell hasznalnunk.

Legyenek példaul szogértékek fokokban megadva egy blokkban. Helyezziik el egy ugyanilyen méreti
blokkban a szdgértékek szinuszat!



1
2

3 10 20 30 0.173648) 0.342020( 0.500000

4 40 50 60 0.642788| 0.766044| 0.866025

5 70 80 90 0.939693| 0,984808) 1,000000

6

7

8

9

10 - * 1

1 B3:D5 blokk nevesitve: fok ] blokk-képlet: {=SIN(fok*PI()/180)}

12| {aim3e1a
05.png}

5. dbra

Blokk-képlet

Ez a példa azt is mutatja, hogy az egyvaltozos fliggvényeket lehet tartomanyokra alkalmazni, és az
eredmény ugyanilyen méreti tartomanyba kerdl (blokkmdvelettel).

Hasonléképpen igen egyszerlien szamithato a két azonos méreti blokkon végzett aritmetikai
miveletek (6sszeadas, kivonas, szorzas, osztas) eredménye, amely cellaparonként készul el.

C) Ha a forrastartomany nevesitett adatsor, vagy adatoszlop, és a leképezés ugyanilyen méreti
parallel elhelyezkedés(i tartomanyt (adatoszlop esetén a sorindexek azonosak, illetve adatsor esetén
az oszlopindexek azonosak) eredményez, akkor nem sziikséges a blokkmivelet hasznalata.

Legyen példaul a 20. sorban egy x-szel nevesitett értéksorozat, és a 21. sorban szeretnénk ezen
értékek négyzetét parallel tarsitva elhelyezni. Ekkor elegend® barmelyik eredménycellaban az =x2
képlethivatkozast megadni ahhoz, hogy minden érintett eredménycellaba a vele egy oszlopban Iévé x
érték négyzete kertljon.

A B C D E F G H

1767: B20:G20 blokk nevesitve:x 1

20 x= 1 2 3 4 5 3
21| x= 1 4 9 16 25 36

24 B21: G21 cellankéntiképlet: =x"2 }

{&:m3e1a06.png}
6. abra
Nevesitett blokkra hivatkozé cellaképlet

Ugyanezt az eredményt érjik el természetesen, ha mindezt blokkmivelettel szarmaztatjuk.
Blokkfiiggvények

Az Excel néhany specidlis és a matrixszamitasban alkalmazhaté blokkfiiggvényt is hasznal, amelyek a
linearis algebrai feladatok megoldasakor nyujtanak segitséget. Ezek a kdvetkezdk:

Blokkot (matrixot, vektort) eredményeznek:



e Transzponalas();
e Mszorzat();

e Inverz.matrix().
Ertéket eredményez: Mdeterm().

Tovabbi, blokkot eredményezé fliggvények (nem teljes felsorolas): Index(), Lin.ill(), Log.ill(), N6v(),
Trend() stb.

A Transzponalas() blokkfliggvény egy méatrix elemeit a féatléra (azonos sor és oszlopindexii elemek)
tikrozi. A matematikaban a matrix (vektor) neve utan fels6 indexbe helyezett * jellel jeldlik: é*.

Sorvektor transzponaltja oszlopvektor és forditva, oszlopvektor transzponaltja sorvektor.

A lenti abra egy nem nevesitett blokk transzponalasat illusztralja. Sorvektor transzponaltja
oszlopvektor lesz, és egy oszlopvektor transzponaltja sorvektor lesz.

A B C D E F

1

2 1 2 3

3| A= 1 12 13

4 21 22 23

5 3 32 33

6

7

8 1 1 21 31

9 A= 2 12 22 32

10 3 13 23 33

1

12

13 {=TRANSZPONALAS(B2:D5)} ]

14

15

16 {4:m3e1a07.png}
7. abra

A Transzponalas() figgvény

Tevékenység: Generaljon véletlenszamokkal egy 5x8-as matrixot (Informatikai rendszerek alapjai
tananyag, Véletlen.k6zo6tt figgvény), és transzponalja!

Az Mszorzat(tdmb1; tdmb2) blokkfliggvény blokkmdivelettel eléallitja két 6sszeszorozhatd matrix
matrixszorzatat. Két matrixot akkor neveziink 6sszeszorozhatonak, ha az elsé tényez6 oszlopainak
szama megegyezik a masodik tényez sorainak szamaval. Az eredménymatrix egy-egy eleme az els6
matrix megfelel6 sorvektora és masodik matrix megfelelé oszlopvektora elemparjainak
szorzatosszegével (skalaris szorzat) szamitodik ki.

A méretszabalyok formalisan megadva: [M; NI x[p; q] = [M; q]és N = p (elsé méret: sorok
szama).
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8. abra
Az Mszorzat() figgvény

Tevékenység: Legyen E egy 3x4-es, E pedig egy 5x3-as matrix. Déntse el, hogy kiszamolhat6-e

EE,iIIetve EEI

Az elmondottak szerint a 2 matrix bal felsé eleme az 1x4 + 2x14 + 3x24 mivelettel szamitodott ki.

A linearis algebraban gyakorlatilag nem hasznaljak az azonos méret(i P és Q blokkok P*Q
elemparonkénti szorzatat, ami természetesen egészen mast eredményez, mint az Mszorzat(P;Q)
fuggvénnyel kapott PQ matrix, ha az utébbi egyaltalan kiszamithatd!

16
17 1 2 3 1 2 3
18 P= 4 5 6 P*Q= 4 5 6
19 7 8 9 7 8 9
20
21 1 1 1 6 6 6
22 Q= 1 1 1 PQ= 15 15 15
23 1 1 1 24 24 24
24

a5

{&:m3e1a09.png}

9. abra

Elemparonkénti szorzat és az mszorzat() kiilonb6zésége

Tevékenység: Vegye fel Excelben tomballanddéként a kovetkez6é matrixokat:
A={1\5\-2;214\12;7\8\5}, B={114\6;2\5\9;3\6\12}. Szamitsa ki A-B-tés B

I®
HZID

illetve A és B elemparonkénti szorzatat!

Az Inverz.matrix(tdbmb) blokkfliggvény egy regularis négyzetes méretli matrix inverzét szamitja ki,

amely pontosan ugyanilyen méretli négyzetes matrix lesz. A matematikaban az é matrix inverzét

éfl -gyel jelolik. Ha egy négyzetes matrixnak létezik az inverze, akkor a matrix és az 6 inverz

matrixanak matrixszorzata az egységmatrix lesz, amely a féatléjaban csupa 1-est tartalmaz, azon
kivil csak 0-kat.



Ahhoz, hogy egy négyzetes méretli matrix invertalhatd legyen, az sziikséges, hogy barmelyik
oszlopvektora linearisan fliggetlen legyen a tébbitél. Egy matrix oszlopvektorai linearisan dsszefliggok,
ha barmelyikUk is kifejezhet6 a tobbi vektorbdl linearis miiveletekkel (nyujtas, 6sszeadas). Hasonlét
mondhatunk a sorvektorokra is. A négyzetes méretli matrix oszlopvektorai linearis fuggetlenségének
ellendrzésére az Mdeterm(matrix) fliggvényt hasznalhatjuk, amely egyetlen értéket eredményez. Ha
ez 0, akkor a matrix nem invertalhatd, és az inverz helyén hibajelzést kapunk. Az abrardl az is
leolvashatd, hogy a szorzassal kapott egységmatrix O elemei nem latszanak annak. Itt lehetne
alkalmazni a pontossag részben ismertetett egyéni cellaformatumot.

Jegyezziik meg, ha egy négyzetes matrix elemei egész szamok, akkor a kifejtési tétel miatt, amelyben
az additiv miveleteken kivll csak szorzas van, a determinans értéke egész szam lesz. Az inverz

matrix eléallitdsa soran (lasd Linearis Algebra kurzusok) az A matrix adjungaltjat a matrix
determinansaval kell osztani. igy ekkor az inverz matrix minden eleme racionalis tért lesz, azaz

maximum 3-jegyl determinans esetén az Excel tort cellaformatuma segitségével ezt a tort alakot is
megjelenithetjik.

Tevékenység: Figyelje meg, hogy a kdvetkez6 abran a matrix és inverzének szorzata a szamolasi
pontatlansag miatt nem pontosan az egységmatrixot adja. Az eltérés azonban a gépi epszilon
nagysagrendjébe esik.

A = c D = F G H I J
1
2
3 1 2 4 1 2 4
4 A= 2 2 4 B= 2 2 4
B 3 4 3 3 4 3
5
7 'mdeterm(A)= 4 mdeterm(B)= 0
8
] 1 1 0 #SZAM! #SZAMI #SZAMI
10 A= 0 15 1 B'= #SZAMI #SZAMI #SZAMI
1 0.5 05 05 #SZAMI #SZAMI #SZAMI
12
13
14
15 1] 4.44089E-16] 8.88178E-16
16| A'A= -8.8818E-16 1| -1.7764E-15
17 4.44039E-16] 4.44089E-16 1
18
19
20 )
51 {=MSZORZAT(B9:D11;A)}
231 {
a:m3e1a10.png}
10. abra

Az inverz.matrix() fliggvény
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11. abra
Egészelemi matrix inverze tortekkel

10



Tevékenység: Szamitsa ki az el6z6 feladatban Iétrehozott é és E matrixok determinansat!

Invertalhatéak a matrixok? Ha valamelyik matrix invertalhato, akkor szamitsa ki az inverzét! Jelenitse
meg a kiszamitott inverz matrixo(ka)t megfeleld tort kijelzéssel!

Transzformaciok a linearis térben, specialis matrixok

A megismert blokkfliggvényekkel igen sok matematikai és elsdsorban linearis algebrai feladat Excellel
is kezelhet6. Kozllik a jegyzet keretein belil csak néhany tipussal tudunk foglalkozni, a tovabbiak —
szukség esetén — 6nall6 tanulassal sajatithatok el.

A direkt szamitasi Iépéseken alapulé megoldasok a linearis algebra fogalmaival irhaték le. A preciz
definiciok megismétlése helyett mi most csak a szemléletes bemutatasra szoritkozunk.

Egy T transzformacio linearis, ha a linearis mlveletekkel sorrendben felcserélhetd, azaz teljesen
mindegy, hogy egy vektort el6bb megnyujtunk, és azutan transzformaljuk, vagy elébb transzformaljuk,
és ennek eredményét nyujtjuk meg. Hasonlét mondhatunk az 6sszeadas és a transzformacio
sorrendjérél is.

Idézziik fel, hogy egy linearis térbeli X vektor T linearis transzforméacidjanak Y eredményvektorat a

transzformacio l matrixanak és az X vektornak a matrixszorzataval szamitjuk. y =T (g) = I-l

A T transzformacioé matrixanak oszlopvektorait a linearis tér €., €,, ..., € trivialis bazisvektorainak
(a 3-dimenzids vektorok vektoralgebrajaban ezek az i, |, K egységvektorok) transzformaltjai adjak.

Azaz az elsd oszlopba T (el) koordinatai kerllnek, és igy tovabb.

Lao evendexdse  Kdpielet  Agstor  Koeteniurg  Nexst  Fellesdtdeaiondk

S [*MSZORZAT{83:05:G3:HS))

E F

PFontok

W punkal

LS |

12, abra

Swap matrix

Tevékenység: A fenti abrat tanulmanyozva fogalmazza meg, hogy milyen transzformaciot hajt végre
az SW12 matrix! (A swap sz0 jelentése: csere.) A példa segitségével elemezze és prébalja ki az
SW13=[001;010;100]ésazSW23=[100; 00 1; 01 0] matrixok altal megvalositott

transzformaciokat is.

Mit kapunk, ha valamelyik SW transzformaciot kétszer egymas utan is elvégezzik? Magyarazza meg
az eredmeényt!

Egy T lineéris transzformécié inverze — amennyiben ilyen létezik —az a T transzformacio, amelyre

11



T(T(x)=TTx=x

teljesll, azaz amelyet az X vektor transzformaltjara végrehajtva visszakapjuk az eredeti X vektort.

Specialis transzformacio a helybenhagyas mivelete, amelyre E (5) = X teljesil. A helybenhagyas

matrixa az egységmatrix, ennek oszlopaiban az €, €,, ..., €, vektorok szerepelnek:
10 0
01 0

E =

= 100 0
00 1

Az egységmatrix féatléjaban minden elem 1, azon kivil pedig 0. Az egységmatrix vektorai paronként
merélegesek, azaz ortogonalisak (paronként skalaris szorzatuk 0) és a hosszuk, pontosabban mondva
az euklideszi normajuk (Pitagorasz-tétel altalanositasa) 1. Egy vektorrendszert ortonormaltnak
mondunk, ha vektorai paronként ortogonalisak és mindegyikuk normaja 1.

Tevékenység: A matrixszorzas miveletének alkalmazasaval probalja ki, hogy az egységmatrix — mint
transzformacio — valéban helyben hagyja a térben a vektorokat.

Egy euklideszi linearis térbeli X oszlopvektor (olyan n dimenzios vektor, amelynek n darab

koordinataja van) normajanak négyzetét, azaz altalanositott hosszanak négyzetét tobbféleképp is
kiszamithatjuk. Nevesitsik x-szel a kérdéses oszlopvektort, ekkor a kovetkez6 két lehetéség adodik

az X vektor Gnmagaval vett skalaris szorzatanak kiszamitasara:
=Négyzetdsszeg(x)
=Mszorzat(Transzponalas(x); X)

Az utébbi metodika szerint egy sorvektort szorzunk a matrixszorzas szabalyai szerint egy
oszlopvektorral, ami igy egyetlen szamot eredményez.

teszt rész

Onellendrzé kérdések

1. Allapitsa meg milyen legkisebb ' -re minésiti az Excel a és értékét azonosnak!

Utmutatas: készitse el az "n"; "2*n"; "2*n—1" fejléces tablazatot, ahol az "n" oszlopbeli értékek 1-
esével novekednek, a "2*n" oszlopbeli értékek pedig a felettiik 1évé érték duplaja.

=0
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2. Adja meg 2010-es Excelben tomballandoval azt a 3x3-as matrixot, amelynek elemei a

sorindex és oszlopindex 6sszege!

Témballandé: [£{2\3\4;3\4\5;4\5\6}]

3. Valassza ki a kovetkez6 listabol az Excel 2010-ben védett neveket!

O MIN

M SAS100
M s

O FKERES
O Ao

M C

4. Nyissa meg a Matrix.xlsx munkafiizetet, és oldja meg az alabbi feladatokat!
Fajlra hivatkozni!

Sorfolytonosan adott az é={7\8\—1\—2;—4\—2\13\9;5\—5\10\—4;2\7\0\1} ésa
Ez{—3\—1\7\9;1\4\1\1;—6\2\5\8;1\3\3\1} matrix.

Vegye fel a Matrix munkalapra az é és E matrixot, majd nevezze el munkalapszinten ,A”-nak és

,B”-nek!

Mennyi a Kédok munkalapon megjelent sarga ellen6rz6 kod értéke?

Sarga kod: 84102480

Mennyi az matrix determinansa?

Determinans:

Mennyi az matrixszorzat-eredmény 1. oszlopanak elemosszege?

Az elemésszeg:

Mennyi a matrix inverzének 3. soraban és 3. oszlopaban talalhat6 elem értéke tort alakban

(3 szamjegyii kijelzéssel)?

Az elem értéke: [3/77|

13



Szamitsa ki a E matrix transzponaltjat, majd nevezze el ,B_T"-nek!

Mennyi a Kédok munkalapon megjelent kék ellen6rzé kod értéke?

Kék kod:

5. Milyen méretii matrixot tartalmazzon a valtozo, hogy az miivelet eredménye egy

3x7 méretil matrix legyen?

A mérete: 3x4
Ha a probléma nem oldhaté meg, a mez&be az NM valaszt gépelje be!

A 2 matrix mérete sorxoszlop alakban:

6. Milyen méretii matrixot tartalmazzon a valtozo, hogy a miivelet eredménye egy 3x7

méretii matrix legyen?

A mérete: 3x4
Ha a probléma nem oldhaté meg, a mezébe az NM valaszt gépelje be!

A 2 matrix mérete sorxoszlop alakban: @l

14



2. lecke: Linearis egyenletrendszerek

Cél: Bar a linearis egyenletrendszerek témakdre elméleti, ,szaraz” matematikanak tinhet, megfelel
elemzés utan rajohetiink, hogy nagyon sok gyakorlati feladat (keverési, szallitasi tipusok) megoldasa
is ezen a modellen alapul. Mondhatjuk tehat, hogy az ipari-gazdasagi életben is gyakori
problématipusrol van szé.

A megoldasra tobbféle mddszert is valaszthatunk: a kézi, papiros ,rabszolgamunkatol” kezdve a
hatékony és gyors szamitogépes megvalositasig. Mar egy-két rendszer megoldasa alapjan is
nyilvanvalo, hogy a trividlis esetek kivételével célszerlibb az utébbit valasztani, bonyolultabb
esetekben pedig egyszerlien nincs is mas lehetéség.

Az Excel nagyon hatékony tamogatast nyuijt ilyen feladatok kezelésére (a mar megtanult matrix- és
blokkfiiggvényekkel). A lecke elsajatitasa utan — a probléma megfelel§ elemzése és értelmezése utan
— Onis képes lesz a sajat munkajaban a moédszerek gyors és iigyes alkalmazasara. Tovabbi ,j6 hir’,
hogy a megoldas 6tlete eszkozfiiggetlen: a MATLAB részben is ugyanigy fogunk eljarni
(természetesen a MATLAB megfelel6 eszkdzeinek alkalmazasaval).

Kovetelmények: On akkor sajtitotta el megfeleléen a tananyagot, ha (az Excel segitségével)
e el tudja donteni, hogy egy négyzetes linearis egyenletrendszer megoldasa egyértelmi-e;
e be tudja kapcsolni 6nalléan a Solver b&vitményt;

e aleckében szerepl6 feladattipusokra be tudja allitani a Solver ablakaban a megfeleld
paramétereket;

e képes az inverz matrixos mddszerrel és a Solverrel is az egyértelmi eset megoldasara;

Id6sziikséglet: A tananyag elsajatitasahoz (a feladatok megoldasaval egyutt) hozzavetélegesen 3
orara lesz sziiksége.

Kulcsfogalmak
e Linearis egyenletrendszer, egyutthatomatrix és determinansa.
e Pszeudoinverz (szamon nem kérendé fogalom).

o (Célertek, valtozo cella/cellak, korlatozo feltétel(ek).

Linearis egyenletrendszerek megoldasa Excel segitségével
Linearis egyenletrendszer megoldasa inverz matrix segitségével

Az N -ismeretlenes linearis egyenletrendszer altalanos alakja a kdvetkez6:

QX +aX, o+ Ay X, =b1

Ay X, + 8%, +.+ 8,5, X, =D,

X =b

mn“*n m

X +3,X, +..+a
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Specialisan, ha M =N, akkor az egyenletrendszer négyzetes.

A legegyszertibb esetben a négyzetes rendszer megoldasa egyértelm. Ekkor az a; egyutthatokbal

képzett matrix (é matrix) oszlop-, illetve sorvektorai linearisan fliggetlen rendszert alkotnak.

A fliggetlenség mérése a determinans vagy a rang segitségével torténhet.

Egy NxnN-es matrix determinansa egy specialis N -dimenzids térfogatként tekinthetd. Fliggetlen
rendszer determinansa nem nulla, 6sszefliggé esetben pedig nulla értéket kapunk. (llyenkor a
rendszer legfeljebb N —1-dimenzids).

A rang egy matrix linearisan fliggetlen oszlop- vagy sorvektorainak maximalis szama. Ha a matrix nem
négyzetes, akkor a rang legfeljebb a kisebb méret lehet. Négyzetes NxN-es matrix esetén a rang
maximum N, ha az egyenl6ség teljesll, akkor a rendszer fliggetlen.

Excelben a rang beépitett fliggvénnyel direkt médon nem hatarozhaté meg, itt csak a determinanssal
dolgozhatunk.

Egyértelm( négyzetes linearis egyenletrendszerek megoldasara szolgalo klasszikus papir-ceruza
modszer a Cramer-szabaly alkalmazasa. llyenkor determinansokkal szamolunk, a kdvetkez6k szerint.

Legyen A, az a matrix, amelyet gy kapunk, hogy é -ban az i -edik oszlop helyére a b

oszlopvektort irjuk. Ekkor X; =detA, /detA, X, =detA,/detA, ..., x, =detA, /detA. A

modszer kisebb egyenletrendszerekre jél hasznalhatd, de nagyobb N -ek esetén a sok
determinansszamitas reménytelenil lelassitja.

Tevékenység: Probalja ki a linearis egyenletrendszer papir-ceruza megoldasat egy 2x2-es és egy
3x3-as példan.

Az egyszer( szamitdogépes megoldasnal (egyértelmii eset) azt hasznalhatjuk ki, hogy az é matrix
pontosan akkor invertalhatd, ha a determinansa nem nulla. A kezdetben é'X :D alakban adott
egyenletrendszer egyértelmi megoldasa tehat az X = éfl -b képlet segitségével kiszamolhato.
Ez a feladat Excelben a beépitett blokkfliggvények segitségével gyorsan megoldhato.

Tekintsiik a kdvetkezd linearis egyenletrendszert:

6%, —6X%, —2X, +5%, =20

—X, +8X, +5%; +5%, =-15

2%, —9x, — 9%, —3x, =22
—Ax, —2X, +3%, +10x, =-10

A megoldas és ellenbrzés |épéseit a kdvetkez6 abra illusztralja.

(Ellenérizziik a determinans értékét, kiszamoljuk az inverz matrixot, meghatarozzuk a megoldast,
visszaszorzassal ellen6rizzuk, eltérési hibavektort szamolunk.)
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1. abra

Linearis egyenletrendszer megoldasa inverz matrix segitségével

Ha az A és b blokkokat megfelel6en nevesitettiik, akkor az x megoldasvektor értéke az
{=Mszorzat(Inverz.Matrix(A); b)} blokkmUvelettel szamithato.

Itt nem érdemes az inverz matrixot tortalakban megjeleniteni, mert a determinans mar négyjegyi
szam, és ilyenkor a megjelenitett tortalakok a tortek szintjén kerekitett, kozelit6 értékek lesznek.

Tevékenység: A kovetkezd tablazat egy é X =D alakd linearis egyenletrendszer egyutthatoit és

oszlopvektorat tartalmazza.
Ellendrizze, hogy a rendszer megoldasa egyértelm(, majd allitsa el6 a megoldast!

Linearis egyenletrendszer egyutthatoi:

3 -1 5 4 35
10 -1 2 -7

2 -2 4 6 32
-1 0 2 8 13

Végezze el a kapott megoldas segitségével az é X —b =0 ellendrzést is!

Linearis egyenletrendszerek megoldasa Solverrel
A Solver bovitmény
A Solver eszkdz az Excel egyik legfontosabb bévitménye és része.

Ha a mi Excellinkben eddig még nem hasznaltuk, akkor el6szor aktivalni kell. Egy bévitményt (Solver,
Analysis ToolPak stb.) aktivalni a Fajl/Beallitasok/Bovitmények ugras paranccsal lehet. Az aktivalt
bévitmény az Adatok meniiszalagon lesz lathato (a 2003-as Excelben az Eszk6zok fémeni alatt
talaljuk).

Tevékenység: Jegyezze meg a Solver b&vitmény bekapcsolasahoz sziikséges Iépéseket!
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Mi a 2010-es Excel Solver bévitményének hasznalatat ismertetjik, de barmelyik Solver verzio
hasznalata hasonlé.

Megjegyezziik tovabba, hogy a jegyzet keretein beliil a Solver matematikai és algoritmikus hatterével
(hogyan dolgozik a Solver) csak a feltétlenil szikséges mértékben foglalkozunk. A részletek irant
mélyebben érdekl6d6knek a http://www.solver.com weboldal meglatogatasat ajanljuk.

Linearis egyenletrendszer megoldasa (egyértelmii eset)

Bar az inverz matrix felhasznalasaval egy linearis egyenletrendszer az egyértelm(i esetben
egyszerlien megoldhatd, a tovabbiak szempontjabdl hasznos, ha a Solver segitségével torténd
megoldast is megismerjik.

Ugyanazt az egyenletrendszert fogjuk megoldani, amit korabban az inverz matrix segitségével
oldottunk meg.

A tényleges megoldas el6tt bemutatjuk a Solver fontosabb megadandd paramétereit. A most
kovetkez6 leiras a kés6bbi leckék feldolgozasa soran is hasznalhaté referenciaként (v. 6.: 3. lecke,
termelési és optimalizélasi feladatok).

A Célérték egy (!) olyan cella, amelyik a Valtozé cellak tartalmara kozvetleniil vagy kdzvetve hivatkozik
és a célfliggvényt eléallitd képletet tartalmaz. A Valtozé cellak (dontési valtozok cellai, médosuld
cellak) nem tartalmazhatnak hivatkozast, csak konkrét értékeket. Ezen cellacsoport (egy darab cella is
lehet) tartalma a célfiiggvény értékét befolyasolja. A Solver a célcella értékét a kért Cél (Min, Max,
megadott Erték) szerint probalja a valtozé cellak tartalmanak modositasa révén beallitani.

A feladat a megoldas korilményeire vonatkozé korlatozasokat is tartalmazhat (korlatozo feltételek),
amelyeket a Hozzaadas nyomdégomb megnyomasa utan adhatunk meg. A korlatozasok gyakran olyan
egyenl6tlenségek, amelyek egyik oldala konstans adat, de pl. eldirhatjuk azt is, hogy a médosuld
cellak csak binaris értékeket vehessenek fel. A korlatozo feltételekben (egyenlétlenségekben)
szerepl6 konstans adatok az un. korlatozascellakban helyezkednek el.

Tevékenység: Jegyezze meg, hogy mit jelentenek a kdvetkezé fogalmak: célérték, valtozo cella/cellak,
korlatozo feltétel(ek).

A ,Nem korlatozott valtozok nem negativva tétele” jel6l6négyzetet csak akkor célszerl bejeldlni, ha a
valtozo cella értéke a feladat jellege miatt nem lehet negativ. Példaul egy termelési feladatnal a
gyartando termékmennyiségek értelemszeriien nem lehetnek negativok. Mi azonban az Informatika
tananyagban ugy dolgozunk, hogy az ilyen jellegli bedllitasokat korlatozasokkal adjuk meg, tehat ezt a
kapcsolot nem hasznaljuk.
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2. 4bra
A Solver pontossaganak beallitasa

A megoldasi médszerek kdziil a Szimplex LP linearis feladatokhoz alkalmazhat6, a Nemlinearis ARG
pedig altalanos eszkdzként a legtébb problémahoz hasznalhaté. Az ARG réviditésben szerepld
gradiens kifejezés elarulja, hogy ez a megoldo az érintémddszer (valtozatainak) felhasznalasaval
dolgozik, ezért a siker nem garantalhato olyan fliggvényeknél, amelyeknek a meredeksége rovid
szakaszon igen gyorsan valtozik (pl. ,flszalszer( kiugrasok”). llyen, un. nem sima problémak esetén
az Evolutiv médszer hasznalhaté, amely genetikus algoritmus segitségével keres megoldast. (Nem
sima problémakkal mi az Informatika tananyagunkban nem foglalkozunk).

A Beallitasok nyomégombbal olyan parbeszédablakba Iépiink (el6zd abra), amelyen a megoldo
algoritmusok miikddését szabalyozhatjuk. Itt most csak a ,Korlatozo feltétel pontossaga” cellara hivjuk
fel a figyelmet. Célszerilien érdemes a pontossagi értéket kicsire valasztani. Mostani feladatunkban ezt
1E-15-re fogjuk atallitani.

Fontos: a mi feladatainknal az 1E-10 és 1E-15 k6z6tti pontossagértékek a megfeleldk.

Megjegyezzik még, hogy szintén a Beallitasok parbeszédablakban szabalyozhatd (szikség esetén,
idéigényes iterativ modszereknél) a kdzelitésre szant maximalis id6 és |épésszam.
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3. adbra

A Solver paraméterezése linearis egyenletrendszer megoldasakor

Egyértelmi linearis egyenletrendszer Solveres megoldasakor nem kell célcellat és célt valasztani!
Elegend6 az egyenletrendszer teljestlését a korlatozo feltételek k6zott megkdvetelni (el6z6 abra).

A Valtozo cellakra nevesitve is hivatkozhatunk, és nevesitett blokkokat is megadhatunk a korlatozé
feltételek kozott.

A valtozo cellak értékeit valamilyen (nem teljesen lehetetlen) kezdéértékekre allitjuk. Ez most a
keresett X vektor kezdeti koordinatait jelenti, amelyeket mind 1-nek valasztunk. Azt kell tudnunk, hogy

tébb megoldassal rendelkezd feladatnal azt a megoldast fogja a Solver megtalalni, amelynek
kdzelébdl indultunk.
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4, abra
A Solver eredményének elfogadasa
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Lathato, hogy amig a direkt megoldasban az X, =0 helyett a gépi epszilon kdrnyéki érték

jelentkezett, addig a Solveres megoldas a teljesen pontos értékeket szolgaltatta.

Tevékenység: Oldja meg a fenti tdblazattal adott linearis egyenletrendszert a Solver segitségével a
most megismert modon!

Segitség: Vegyen fel az A matrix és a Q vektor mellé egy alkalmas kezdé X vektort, paraméterezze fel a

Solvert a megfelelé modon stb.

teszt rész

Onellenérzé kérdések

1. Oldja meg az alabbi é-g =Q alaku egyenletrendszert a kdvetkezd feladatok alapjan!

2%, + X, +5%, =21
5%, +5X%, + 3%, + X, =50
X, +2X, +5%; =19
=X =X, — 2%, — X, =—13

Vegye fel az é matrixot és a b vektort egy Uj munkalapra, majd nevezze el a blokkokat "A"-nak és

"b"-nek!

Hany megoldasa van az egyenletrendszernek?

Megoldasok szama:

Oldja meg az egyenletrendszert! Mennyi az értéke?

A valtozocelldk kezdeti értéke 1, a Solver szamitasi pontossaga 1E-10 legyen, megoldasi médszerként pedig a
Nemlinearis ARG-t hasznalja!

X,: 5

Végezze el az A-X—b =0 ellenérzest!



3. lecke: Termelési és optimalizalasi feladatok
megoldasa Solverrel

Cél: Mint ahogy az el6zd lecke bevezetésénél is irtuk, ipari-gazdasagi kdrnyezetben gyakran
talalkozunk olyan problémakkal, amelyeknek a megoldasa valéjaban linearis egyenletrendszerek
megoldasat jelenti, vagy arra vezethet6 vissza. A mostani leckében targyalt termelési és optimalizalasi
feladatok is ebbe a csoportba tartoznak.

Ezekhez a problémakhoz az Excel Solver bévitménye az el6z6 leckében mar bemutatott nagyon
hatékony tamogatast nyujtja. Mindezt On is j6l tudja majd a sajat munkajaban alkalmazni, ha
megismeri a megfelel6 feladattipusokat és azok megoldasi modszereit.

Fontos azonban hangsulyozni, hogy a mi tananyagunkban a megoldashoz szikséges modellt a
hallgatésag Iényegében készen kapja (a feladat mar ismert, csak esetleg mas ,csomagolasban” vagy
kisebb modositasokkal szerepelt). A megoldas tehat a valds életben az itt megkdveteltnél
komplikaltabb és idéigényesebb is lehet. Az ilyen — az altalunk most elvartnal altalanosabb —
problémamegoldo-képesség kifejlesztéséhez a leckében javasoltnal jéval nagyobb id6- és
energiaraforditas sziikséges.

Megjegyezziik, hogy az Excel program mellett mas — akar erésebb — szoftverek is hasznalhatok ilyen
tipusu problémak megoldasahoz (pl. a MATLAB rendszer is), de ezt mi a jegyzetben nem targyaljuk.
Kovetelmények: On akkor sajétitotta el megfeleléen a tananyagot, ha (az Excel segitségével)

e sajat szavaival képes definialni a linearis programozas feladatat és kdvetkezd alapfogalmait:
tevékenységi/dontési valtozok, linearis egyenlet vagy egyenlétlenségrendszer a korlatozé
feltételekkel, célfiggvény, optimalis megoldas (egy vagy tobb), érzékenységvizsgalat;

e meg tudja hatarozni, hogy az adott (linearis programozasi) feladat a megismertek kozul melyik
feladattipusba tartozik;

o adott matematikai modell esetén meg tudja hatarozni, hogy melyek azok a konstansok,
korlatozo feltételek, amelyeket meg kell adni a Solveres megoldashoz;

o aleckében szerepld feladattipusokra — a konkrét kisér6széveg elemzésével — ténylegesen be
is tudja allitani a Solver ablakaban a sziikséges paramétereket;

o képes a bedllitas utan a feladat Solveres megoldasara és az eredmények értelmezésére.

Id6sziikséglet: A tananyag elsajatitasahoz (a feladatok megoldasaval egyitt) hozzavetdlegesen 3
Orara lesz szuksége.

Kulcsfogalmak
e Linearis egyenlet vagy egyenl6tlenségrendszer, matematikai modell;
o Tevékenységi/dontési valtozok, célfiiggvény;
e Optimalis megoldas (adott feltételek mellett);

o Erzékenységvizsgalat.
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A linearis programozasrol altalaban, alapfogalmak

Ebben a leckében termelési és optimalizalasi feladatokat fogunk megoldani az Excel segitségével. Az
érintett témakor a linearis programozas tudomanyterilet része. (A lecke végén réviden a nemlinearis
feladatok megoldasara is kitérunk, ill. talalkozhatunk még ilyen jellegi feladattal a
fuggvényabrazolassal foglalkozo leckében is.) A ,programozas” megnevezeés itt nem a hagyomanyos
értelemben tekintendd — tehat nem futtathaté programkod készitése a cél, hanem egy
optimumszamitasi feladat megoldasa.

A linearis programozas feladata: korlatozottan rendelkezésre allé6 gazdasagi eréforrasok lehetd
legjobb (optimalis) elosztasa egymassal versenyzé tevékenységek k6zott a minél nagyobb gazdasagi
haszon elérése céljabol.

Egy adott feladat megoldasa az alabbiak szerint érheté el. A konkrét problémat szinte mindig
szdvegesen megfogalmazva kapjuk meg, ebbdl kell ,kihdamozni” a szamunkra Iényeges informacidkat.
Ezutan egy matematikai modellt (t6mor, formalis leiras) kell késziteni a feladatrol, és ez alapjan meg
kell hatarozni a megoldas médjat. A kdvetkez6 teendd a Solver felparaméterezése és a tényleges gépi
megoldas. Végil — ha sziikséges — elemezniink kell a megoldas jellemzéit, ill. a megoldhatosag
korlatait (példaul hogy a bemend paraméterek milyen mértéki valtozasa esetén marad érvényben a
megoldas).

A matematikai modell idealizalt reprezentaciot ad a feladatrdl (kdzeliti a valosagot), matematikai
jelekkel és szimbolumokkal. Tébb elénye is van a szdveges leirassal szemben, példaul:

e Tomdren irja le a problémat, kbnnyen modosithato;

o Koénnyebb benne attekinteni az ok-okozati 6sszefliggéseket;

o Egyidejlileg tudjuk kezelni az 6sszes kapcsolatot;

o Nyilvanvaldan latszik, ha még tovabbi adatok kellenek az elemzéshez;

o JOl tmogatja a szamitdgépes megvaldsitast.

A modell elemei a kdvetkezdk:
e Tevékenységi/dontési valtozok (valtoznak a megoldas soran, jel6lés altalaban: x);
o Allandok, konstansok;

o Egyenletek, egyenlétlenségek (korlatozé feltételek a fenti konstansok és valtozok
felhasznalasaval, A és b értelmezheté a mar ismert modon);

o Célfiggvény (haszon mérészama; pl. maximalis haszon, minimalis kéltség/selejt; jeldlés
altalaban: c).

Tevékenység: Jegyezze meg a matematikai modell elemeit és meghatarozasukat!

A modell felallitasa gyakran nem egyszer(, hasonlé feladatok megoldasanal szerzett rutin segithet.
Osszpontositsunk a kdvetkezé kérdésekre: Milyen raforditasi értékek és korlatozasok vannak a
feladatban? Hogyan irjuk fel a célfiggvényt?

A modell alapjan a linearis programozasi feladatok tipusokba sorolhatdk (az osztalyozas alapja:
elméleti linearis programozas, ezek kozil néhany fontosabb:

¢ Maximumfeladat: a célfliggvény maximuma az optimum (maximalis haszon);
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e Minimumfeladat: a célfiggvény minimuma az optimum (minimalis 6nkoltség);
o Normalfeladat: olyan maximumfeladat, ahol a konstans oszlop egyitthatéi nemnegativak;

o Egészértéki feladat (csak egész megoldasok johetnek szoba).

Megjegyzés: Informatika tananyagunknak nem része, de érdekes — és komplex, bonyolult — teriilet az optimalizalasi feladatok
szamitégép nélkili, papir-ceruza modszerrel torténd megoldasa. Specidlisan, egyszeriibb esetekben hasznalhaté a grafikus
megoldas (kétvaltozos feladatoknal altalaban ez kénnyen kivitelezhetd). Altalanosan alkalmazhaté hatékony megoldé eljaras az
un. szimplex moédszer, amikor bazisvektor-transzformacioval tébb Iépésben jutunk el a megoldasig. A részletek irant
érdekl6déknek a linedris programozassal és operaciokutatassal foglalkozé szakirodalmat ajanljuk.

A gépi megoldas technikajat és mddszereit a konkrét példaknal mutatjuk be majd részletesen.

Most csak dsszefoglaléan leirjuk, hogy — mint mar tudjuk — a gépi megoldas célja is egy (sokszor
tébbvaltozos) linearis célfliggvény optimumanak megkeresése. Ekdzben a valtozokra tébbféle
korlatozast kell betartani (ezeket meg kell adni az Excelben). A korlatozasok a kovetkez&k lehetnek:

e A valtozok bizonyos linearis kombinacidi korlatosak;
e A valtozok nem negativok;
o A valtozok egészek;

e A valtozok binarisak (csak 0 vagy 1 értéket vehetnek fel).

A kapott (optimalis) megoldast gyakran fontos tovabb elemezni. Erdekes lehet példaul, hogy

e Az optimum egyedi vagy tdbbes (ilyenkor mas optimalis megoldas is létezik, egyet talaltunk
meg),

e Az optimum globalis (abszolut) vagy csak lokalis (utdbbi esetben valdszin(ileg jobb optimum is
talalhatd)

e Ha az optimum nem globalis, hogyan tudunk jobb optimumot talaini?
Végll, az utolsé I1épésben célszerl lehet megvizsgalni az alkalmazhatdsag korlatait. Ez az un.
érzékenységvizsgalat egy olyan elemzd eljaras, amelynek soran felderitjik, hogy milyen hatassal
vannak a megtalalt megoldasra a modell paramétereinek értékeiben (A, b és c) bekdvetkezett

valtozdsok. Példaul: hogyan véltoztatja meg az optimalis megoldast, ha (j feltételt irunk a modellbe,
vagy modositjuk a célfuiggvény egyutthatoit?

Nalunk most (az Informatikai rendszerek alapjai, ill. a Szamitasi médszerek targybdl) az alabbiak
szerint oldjuk meg a feladatokat, ill. varjuk el a feladatok megoldasat:

o A matematikai modell (Iényegében) adott (vagy ténylegesen adott, vagy a bemutatott
példakhoz nagyon hasonlit);

o A szamitogépes megvalositast és megoldast kell megtanulni (Excelben, Solverrel).
Ez utébbihoz tudni kell az adatok korrekt begépelését/megadasat (korlatozo feltételek, célfiggvény)

és a Solver felparaméterezését, beallitasait (pontossag, iteracios lépésszam). A tényleges megoldas
utan pedig mindenkinek képesnek kell lenni értelmezni az eredményt, azaz

o Fel kell ismerni az esetleges hibakat (sokszor a Solver kiirja, de pl. tervezési hiba miatt akar
nagysagrendi eltérés is lehet);

o Es ehhez esetleg korlatozott érzékenységi elemzést el kell tudni végezni.
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Az Excel nagyon hatékony eszkdzokkel tAmogatja az érzékenységvizsgalatot, de ezt mi csak
érint6legesen targyaljuk.

A linearis programozasi feladatok megoldasa
1. Példa - gépes termékgyartas

Egy vallalat kétféle termék gyartasat akarja bevezetni. A két termék gyartasa harom gépen torténik
(munkafazisokban). Az elsé termék egy darabjanak megmunkalasahoz sziikséges gépidok rendre 1,
1, 1 gépora; a masodik termék egységének gépidészikséglete pedig rendre 2, 3, 1 gépodra. Az egyes
gépek rendelkezésre all6é kapacitasa 25, 33, 20 gépdra (egy adott id6szakban). Az egyes termékek
varhato eladasi egységara rendre 3 és 5 pénzegység. Milyen termékdsszetételben gyartson a vallalat,
ha maximalis arbevételre torekszik ugy, hogy a gyartas soran a gépek kapacitasat nem Iépheti tul?
(Félkész termék nem gyarthato.)

A matematikai modell felallitasahoz jel6lie X, és X, az egyes termékekbdl gyartandé mennyiséget
(dontési valtozok). Az egyenleteket/egyenlétienségeket a gépekre irjuk fel, pl. az elsé gépre
vonatkozoan: ha 1 6ra alatt 1 db els6 termék készll el, akkor X, db termék megmunkalasahoz 1- X,

ora kell. Hasonléan a masodik termékre: X, db termék megmunkalasahoz 2- X, ora sziikséges. A

rendelkezésre allé kapacitas 25 6ra, ezt nem Iéphetjik tul. A kész egyenlétlenségrendszer és a
célfuggvény:

X +2X, <25

X +3x%, <33

X +X, <20

XX, 20

3X, +5%, — max

Az Excelben torténé megoldast tobb kilonféle médon mutatjuk be, az egyszeriibbtél a
bonyolultabbakig haladva.

Az 1. terv szerint helyezziik el az adatokat a tablazatban a kévetkezé modon.
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1. abra
A gépes termékgyartési feladat 1. adatelrendezése
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A dontési valtozok (mddosulé celldk) az A oszlopban szerepelnek, alkalmas kezd&értékkel, ez példaul
egynek valaszthato. A célfiiggvény kotelezéen egyetlen cellaban, a célcellaban helyezkedik el. Ennek
a cellanak olyan képletet kell tartalmaznia, amely a médosulé cellaktol fligg. A gépkapacitasra
vonatkoz¢ feltételek a tablazatban tobbféle modon is megadhatok. Most elészor valasszuk azt az
egyszerl megkozelitést, hogy a korlatozasok bal oldalat a B oszlop cellaiba irjuk be.

Tevékenység: Idézze fel az el6z6 leckében tanultakat a Solver paramétereirdl.

Ezutan inditsuk el a Solvert. A célérték beallitasa nyilvanvald. A gépkapacitasi egyenlétlenségek
(korlatozasok) bal oldala hivatkozassal adandé meg (most egyesével, kilon-kilén), a jobb oldali

konstansokat be kell irni. Szintén a korlatozasoknal adandé meg, hogy X, és X, nem negativ. (A nem

korlatozott valtozok nemnegativva tétele kapcsoldt is lehetne hasznalni ehelyett.) Az egészkorlatozas
beallitasanal figyeljink arra, hogy az int kulcsszot kell kivalasztani, és utana az Excel irja be az
,€9€sz” szocskat.

Megjegyzés: Hasonlé moédon allithatd be az a feltétel is, ha a dontési valtozék csak binarisak lehetnek
(ez most ennél a feladatnal nyilvan nem sziikséges, de kés6bb hasznalni fogjuk).

Mivel a megoldando feladat linearis, ezért szimplex megoldasi modszert célszeri beallitani. (Most mas
moédszerek is megadnak az optimumot.)
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2. 4bra
A Solver bedllitasai a gépes termékgyartasi feladat 1. adatelrendezéséhez

Az egyéb beallitdsoknal megadhat6 pontossagra a célszer( beallitas (nalunk): 1E-10 és 1E-15 kozotti
értékek.
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A Solverrel azonnal megkapjuk az optimumot (70 pénzegységnyi maximalis eladas).
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3. abra
A gépes termékgyartasi feladat 1. adatelrendezéséhez tartoz6 megoldas

A megoldas megtalalasa utan kérhetink jelentéseket a megoldas korilményeirél (érzékenység,
korlatok). Ebbél lathatjuk példaul, hogy a 2. gépre vonatkozo feltétel jobb oldalan szerepl6 33
valéjaban igen nagymértékben megnovelhet6 lenne.

Tevékenység: A leiras alapjan On is probalja ki a megoldast. Kiilén emlités nélkiil ugyanigy jarjon el a
kovetkez6 példakkal is.
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4, abra
A Solver bedllitasai a gépes termékgyartasi feladat 1. adatelrendezéséhez
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A 2. tervnél mar fejlettebb megkozelitést alkalmazunk, szeretnénk gyorsitani a munkat. Olyan
tablazatot készitiink, amelyben az egyenlétlenség-rendszer egyitthatoi direkt médon szerepelnek, igy

a korlatozo feltételek dsszevonva is megadhatok. Megjegyezziik, hogy az ax, +bx, alaku (t6bb tag is

lehet) linearis kombinaciok a szorzatdsszeg fliggvénnyel is beirhatok.
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5. abra

A gépes termékgyartasi feladat 2. adatelrendezése (Szorzatdsszeg fuggvénnyel is)

A Solver felparaméterezése ez esetben a fentiek szerint jéval egyszeriibb lesz, a megoldas persze
természetesen ugyanaz.
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6. abra
A Solver bedllitasai a gépes termékgyartasi feladat 2. adatelrendezéséhez
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7. abra
A megoldas a gépes termékgyartasi feladat 2. adatelrendezéséhez
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A 3. terv csak kisebb médositast jelent az el6z6h6z képest, itt a linearis kombinacidkat egybevontuk
az Mszorzat fliggvény felhasznalasaval. A kezdémennyiségek vektorat a matrixszorzas el6tt
transzponalni kell. A Solveres megoldas ugyanugy torténik, mint az el6bb.
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8. abra

A gépes termékgyartasi feladat 3. adatelrendezése (Mszorzat figgvénnyel)
2. Példa - novényvédo szerek

Egy vegyészeti termékeket gyartd vallalatnal névényvéds szereket is készitenek, amelyek poralakban
kerlilnek forgalomba. A vallalat 6tfajta nOvényvédd szert allit el6. Ezek a kdvetkez6ék: BCM, Fundasol
SOWP, Chinofurgin, Fundasol 25EC és Furoxon. A termékek elballitasa (az alap- és
segédanyagokbdl) ugyanazon a keverdgépen torténik. A fajlagos idénorma termékenként a
keverégépen 2,5; 1,5; 3; 4; 4 6ra/tonna. A kever6gép kapacitasa 1000 6ra. A termékek eléallitasahoz
tizféle hato- és segédanyag sziikséges. Ezekbdl négy anyag (A, B, C, D) felhasznalasa korlatozott. A
novényveédo szerek fajlagos igénye ezekbdl az anyagokbdl (kg/tonnaban) valamint a rendelkezésre
allé mennyiségek (tonnaban) a kdvetkez6 tablazatban talalhatok.

Adatok a 2. linearis programozasi feladathoz:

Anyagok NSvényvédS szerek Felhasznalhat6
BCM FSOWP CHF F25EC FX Ikorlatozas
A 500 0 0 0 0 65000
B 0 0 50 500 500 60000
C 50 25 0 50 50 12000
D 0 25 5 50 0 6000

Az egyes novényvédd szerek tonnankénti nyeresége rendre: 6000, 2000, 2500, 4000, illetve 3500 Ft.
Hany tonnat allitson el6 az egyes novényvédd szerekbdl a vegyészeti termékeket gyarto vallalat, ha a
maximalis nyereség a cél?

A feladat matematikai modellje:

500x, < 65000
50x, + 500X, +500x, < 60000
50x, + 25X, +50x, +50x, <12000
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25X, +5X, +50x%, <6000
2,5x, +1,5x, +3x, +4x, + 4%, <1000
6000x, +2000x, + 2500x, +4000x, +3500x; — max

X X3 X3 X% 20

Az idénorma és nyereség sorokat értelemszeriien kell a megadott adatokkal kitlteni. A Gyartas sorba
kerllnek majd a megoldas ( X;, X,, X5, X,, X;) értékei. Ezt a sort t6ltslk ki valamilyen indulo

adatokkal, pl. csupa 1-gyel. A Korlatozas oszlopot a fenti tablazat szerint téltsik ki és irjuk ide még az
id8korlatot is (1000 6ra).

A Tényleges oszlopba az A, B, C, D, id6norma, nyereség sorok 6x5-0os matrixanak és az X -eket

tartalmazoé sorvektor transzponaltjanak matrixszorzata keril! (Ez az el6z6 feladatnal megismert 3.
elrendezésnek felel meg, természetesen az egyszer(ibb elrendezés szerinti Szorzatésszeg fliggvény
is hasznéalhato lenne.)

Helyezziik el az egyutthato-tablazatot és a célfliggvény egyutthatéit a C5:G10 tartomanyban.
Médszernek a Szimplex LP-t valasszuk.
Most mar nekifoghatunk a Solverrel t6rténé megoldasnak.
o A célfliggvény értékét a maximalizalando $1$10 célcella tartalmazza.
e Modosuld cellak a tényleges termelést leird x vektor elemei, azaz a $C$11:$G$11 cellak.
e Korlatozas: az x vektor minden eleme nem negativ: $C$11:$G$11 > 0.
o Korlatozas: a tényleges adatok zold hatter( tartalmai nem haladhatjak meg a korlatozas
oszlop szirke hatter( tartalmait: $1$5:$1$9 < $H$5:$H$9.
A modell és a megoldas a kovetkezé abran lathaté. (A pontossag valaszthaté 1E-15-nek.)
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9. abra
A 2. lineéris programozasi feladat modellje és megoldasa
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Tevékenység: Oldja meg a feladatot olyan médositassal is, hogy a megadashoz a Szorzatdsszeg
fuggvényt hasznalja, illetve hogy csak egész megoldasok megengedhetdk!

Figyelje meg, hogy ez esetben az optimum valamivel rosszabb lesz. (Kevesebb hasznot tudunk
elérni.)

Végezzen kisérletet azzal, hogy kisebb pontossagi értékeket ad meg a Solvernek! Hogyan modosul az
optimum?

3. Példa - buatorgyartas
Egy kis butoripari szOvetkezet irodak szamara gyart asztalokat, székeket és konyvespolcokat. A
faanyagot sajat gépeiken szabjak le.

o A gépek napi kapacitasa 100 munkadra. Egy asztal, szék és kdnyvespolc anyaganak
leszabasa 0,8, 0,4, illetve 0,5 6rat igényel.

o A szovetkezet festésre és fényezésre 650 munkadrat fordithat naponta. Az egyes termékek
festésének és fényezésének munkaid6-szikséglete 5, 3, illetve 2 munkadra.

e Akeész butorokat egy 150 m*-es raktarban taroljak. Raktaron kiviil bitort tarolni nem szabad.
igy a szdvetkezet naponta csak annyi butort gyarthat, amennyi elfér a 150 m?-es raktarban. A
termékek fajlagos helyigénye a raktarban rendre: 1, 0,5 és 1,125 m®.

o Ajelenlegi piaci helyzetben az asztalok 300, a székek 160, a polcok 250 Ft nyereséget hoznak
darabonként.

Mennyit gyartson a butoripari szbvetkezet az egyes irodabutorokbdl, hogy nyeresége maximalis
legyen? (A nem teljesen készre gyartott butornak is van értelme, mivel a termelés a kdvetkezd nap is
folytatédik.)

A feladatot a kdvetkez6 egyenlétlenségrendszer és célfliggvény jellemzi:

X5 X5 %, =0

0,8x, +0,4x, +0,5%, <100
5X, +3X, + 2%, <650

X, +0,5x%, +1,125x, <150
300x, +160x, +250x, — max

A feladatot jellemzé értékeket a kovetkezé mddon célszeri elhelyezni egy tablazatban:
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A B C D E F |G H
1 Feladat:
2
3 asztal szék polc  |korlatozas| tény
4 szabas (dra/db) 0.8 0.4 0.5 100 1.7
5 festés (dra/db) 5 3 2 650 10
6 | raktar (m%/db) 1 0.5 1.125 150 2,625
|7 haszon (Ft/db) 300 160 250|célfv.: [ 710/
8 gyartas (db) 1 1 1
9
a}
10. abra

A 3. linearis programozasi feladat adatelrendezése

{a:m3e3a10.pn

A gyartas sorban elhelyeztiik az X;, X,, X; termelés hipotetikus értékeit a tény oszlopban pedig

matrixszorzas segitségével kiszamitottuk a jelenlegi felhasznalas és a célfiiggvény értékeit:

{ =MSZORZAT(C4:E7; TRANSZPONALAS(C8:E8))}

A Solver feladata lesz a gyartasi értékek olyan valtoztatasa, hogy a célfiggvény maximalis legyen,
mikdzben a tényértékek nem haladhatjak meg a korlatozasokat.

A Solver paraméterezésénél a célcella és a valtozo cellak megadasa egyértelm, a korlatozo

feltételek megadasa pedig az abra szerint direkt médon torténik. A feladat linearis, ezért szimplex
megoldasi modszert valasztunk. A Solver bedllitasat és a kapott eredményt a kdvetkez6 abrakon
lathatjuk:

A Solver paramdiorel
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11. abra
A Solver bedllitasai a 3. linearis programozasi feladathoz
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A B C D E F

1 EMegoldés:l _|

@

2

3 asztal szek polc  |korlatozas| tény

4 szabas (dra/db) 0.8 04 0.5 100 100

5 festés (dra/dh) 5 3 2 650 650

6 raktar (m?/db) 1 0.5 1,125 150 150

7 haszon (Ft/db) 300 160 250]céliv. 42250,

8 gyartas (db) 12,5 162,5 50 {4:m3e3a12.png}
12, abra

A 3. lineéris programozasi feladat megoldasa

Teveékenység: Oldja meg a feladatot olyan modositassal is, hogy a megadashoz a Szorzatésszeg
fuggvényt hasznalja, illetve hogy csak egész megoldasok megengedhetdk!

4. Példa - gerendavagas

1000 darab 7 méteres gerendabdl 1,5 és 2,5 méteres oszlopokat vagunk. Legalabb négyszer annyi
1,5 méteres oszlopra van sziikségiink, mint 2,5 méteresre. Hogyan vagjuk fel az 1000 darab 7
méteres gerendat, hogy a hulladékképz6dés minimalis legyen?

(Nyilvanvalo, hogy egy 7 méteres gerenda feldarabolasakor legfeljebb 1 méternyi hulladék
keletkezhet.)

A megoldashoz azt kell végiggondolni, hogy a felvagas az alabbi médszerekkel torténhet:

Kész oszlop hossza
Hulladék
25m 1,5m
1. médszer 2 1 0,5
2. médszer 1 3 0
3. modszer 0 4 1

Jelblie X, X,, X; az egyes modszerek alkalmazasainak darabszamat.

Ekkor 2X, + X, +0X,; darab 2,5 méteres és X, +3X, +4X, darab 1,5 méteres oszlop lesz. A

hosszabb oszlopok darabszamanak 4-szerese nem haladhatja meg a révidebb oszlopokeét.
Ezzel a feladat matematikai modellje:

X + X, + X, =1000

4( 2%+ %, +0x%; ) — (% +3x, +4x,) <0

0,5x, +0x, + X, — min

Az ismeretlenek értékeinek helyét most célszeri a sorok végén kijeldlni, igy ha a fenti tablazatot
jobbrol kiegészitjik az X vektorral és alulrdl a keletkezett darabok szamaival (2,5 méteres, 1,5
méteres, hulladék), akkor a Solver kdnnyedén paraméterezhetd lesz:
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o Az Osszesen sorba (C7:E7) a felette 1év6 és aktualis oszlopbeli értékek, valamint az F
oszlopbeli értékek (4—6 sorbeli) szorzatésszege kerdl.

o Az F7 cellaba a felette all6 értékek 6sszege kerl.

o A C9 cellaban a C7 négyszeresére hivatkozunk és a C10 celldban a D7 —1-szeresére
hivatkozunk.

e Az indulé alkalmazas értékeket allitsuk 1-re!

A probléma linearis, ezért valasszuk a szimplex megoldasi médszert. A pontossagot allitsuk 1E-10-re.
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13. dbra

A 4. linearis programozasi feladat paraméterezése és megoldasa

Tevékenység: Oldja meg a feladatot mas pontossagi értékek véalasztasaval is! Osszegezze a
tapasztalatokat!

Nemlinearis feladatok

Nemlinearis feladatoknal a célfiggvény nem irhato fel olyan ,szép” médon, ahogy a fentiekben
lathattuk (pl. négyzetes kifejezéssel kell dolgoznunk). llyen tipusu problémak az Informatika targy
térzsanyagaban csak 1-2 esetben szerepelnek (lasd még a fliggvényabrazolas leckét), ezért kisebb
terjedelemben foglalkozunk veliik. Most az optimalizalasi feladatnal csak egy konkrét példat néziink
meg.
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Példa

Legyen adott egy ellipszis, amelynek centruma az origo, x tengely iranyu féltengelyének hossza 2, az
y tengely iranyu féltengelyének a hossza pedig 1. Legyen adott tovabba egy kor, amelynek a
kdézéppontja a (0; 1) pont, sugara 2. Tekintsuk azt a tartomanyt, amelynek pontjai az ellipszislap és a
korlap kdzos pontjai. Hatarozzuk meg a tartomany azon pontjat, amely a (2; 1) ponthoz legkézelebb
esik!

A feladat formalis, matematikai megfogalmazasa a kovetkezd.

Az ellipszis egyenlete:

A kor egyenlete:

X +(y-1)?% =22

Ennek megfelel6en a nemlinearis optimalizalasi feladat a kovetkez6:
A tavolsag minimalis: (x—2)° +(y—1)" — min

Nem vagyunk az ellipszisen kiviil: X* +4y* —4<0

Nem vagyunk a kéron kivil: x> +y*—2y—-3<00

Az x, y értékeket az ellipszis (0; 1) pontjabdl indithatjuk, az F2, F3 cellakba a korlatozo feltételekhez
szlUkséges kifejezéseket irjuk, a célfliggveny kifejezését pedig az F4 cellaban helyezzik el. A
pontossag legyen 1E-14.
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14. dbra
Nemlineéris programozasi feladat adatelrendezése és megoldasa
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A megoldas helyessége egyszerii abra rajzolasaval ellenérizhetd.

teszt rész

Onellenérzé kérdések

1. Keresse meg a sajat szamitégépének Microsoft Office rendszerkdnyvtaran belil talalhatéd
Solvsamp.xls mintafajit! Tanulmanyozza at a példafeladatokat és a megoldasi Gtleteket, készitsen a
fuzetébe jegyzeteket! Probalja 6nalléan is megoldani a feladatokat!

2. Vegye fel a kdvetkez6 tablazatot Excel 2010-ben egy Uj munkalapra és oldja meg az alabbi
feladatokat!

Csokoladé Darab Osszeg
Mogyoroés 7 333
Mazsolas 1 457
Kokuszos 5 514
Epres 1 444
Karamellas 7 546

Kaptunk 22222 Ft-ot, amibél szeretnénk a lehetd legtobbet csokoladé vasarlasara kolteni.

Végezze el az el6z6 tablazat alapjan a kdvetkez6 szamitasokat!
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Készitse el a célfiiggvényt! Mennyit koltiink 6sszesen csokoladéra, ha a darabszamot nem

modositjuk?

9624

Melyik kulcssz6 segitségével tudjuk beallitani az egész korlatozast Solverben?

Szamolja ki a Solver segitségével, hogy mennyi pénzt tudunk elkélteni maximum csokoladéra!

Figyeljen arra, hogy a darab csak nem negativ egész szam lehet. Emellett azt is vegye figyelembe,
hogy 22222 Ft-nal tébbet nem tudunk elkélteni!

A Solvert allitsa alaphelyzetbe, majd csak a feladatban leirt paraméterek médositsal!
A Solver szamitasi pontossaga 1E-10 legyen! Megoldasi médszerként a Szimplex LP-t hasznalja!

22025

3. Pistikének van 3000 Ft-ja, amit Hupikék torpikék kartyara szeretne kolteni. A torpoknek
ismert az ara és az energia értéke, amit a Torpok.xIsx tablazatban foglaltunk 6ssze. Melyik

kulcssz6 segitségével tudjuk beallitani a Solverben, hogy a valtézo6 cellakban csak a 0, 1
értékek jelenhessenek meg?

Szamolja ki a Solver segitségével, hogy hany kartyat tud venni Pistike a 3000 Ft-jabdl, ha a lehetd
legnagyobb energiaval rendelkez6 csapatot akarja 6sszeallitani!

Fontos: A Solvert dllitsa alaphelyzetbe, majd csak a feladatban leirt paramétereket moédositsal
A Solver szamitasi pontossaga 1E-10 legyen! Megoldasi médszerként a Szimplex LP-t hasznalja!

Hany kartyat tud venni?

[1g db

Mennyi pénze marad a 3000 Ft-bol?
Ft

4. Csodaturmix a gall druida négy f6 6sszetev6bdl, a krokodilkdnnybdl, a furjtojasbdl, a gekkonyalbdl
és a sarkanypikkelybdl allitja 6ssze harcosai részére az erét hozé csodaitalt. Ezekbdl rendre 5555
csepp, 10000 darab, csepp és 1000 darab van a raktaron. Messzeszaglix italaba mindegyik
Osszetevdbdl 13 egység kell. Tragikomix itala 7 csepp gekkonyalbdl és 1 darab sarkanypikkelybél
készil. Sokadikix italanak elkészitéséhez 12 csepp krokodilkdnny és 11 csepp gekkdnyal sziikséges.
Topszlix varazsitalaba a krokodilkdnnybdl 25 csepp, a sarkanypikkelybdl pedig 4 darab kell. A
harcosok mindig csak egész, teljesen teletoltott pohar italt isznak meg, amitél Messzeszaglix 13,
Tragikomix 9, Sokadikix 14 ésTOpszlix 7 érara tudja megndvelni az erejét.
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Hozzon létre egy Uj munkalapot Csodaturmix néven és vegye fel ra a feladat modelljét! Hatarozza
meg, hogy melyik italbdl mennyit készitsen a druida, hogy a leheté legtovabb maradjanak erések a
harcosok 6sszesen!

Fontos: A Solvert allitsa alaphelyzetbe, majd csak a feladatban leirt paramétereket modositsal
A Solver szamitasi pontossaga 1E-10 legyen! Megoldasi médszerként a Szimplex LP-t hasznalja!

Hany korlatoz6 feltétel vonatkozik a médosulé cellakra?

Hany pohar eréitalt kap Sokadikix?

Megjegyzés [M1]: 377 a
megoladas!

7
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4. lecke: Fliggvényabrazolas

Cél: Mlszaki és gazdasagi folyamatoknal a vizsgalt jelenség szinte minden esetben — egyszer( vagy
bonyolultabb — matematikai fliggvényekkel irhatd le, vagy esetleg kdzelithetd ilyenekkel. Barmely, a
jelenség természetével kapcsolatos kérdés megvalaszolasahoz hasznos (vagy akar: elengedhetetlen),
ha abrazoljuk ezeket a fliggvényeket, és a tovabbi elemzést (pl.: szélséértékek, trendek, elbrejelzés)
az 4bra alapjan végezzuk el.

Sok programrendszer nyUjt magas szint(i tamogatast és kinal kényelmes eszkbzrendszert a
fuggvényabrazolashoz és —vizsgalathoz. Az Excel vonatkozo lehetéségeinek megismerése
(.klasszikus fliggvényvizsgalat®) utan tananyagunkban még tovabbléplink a regresszids és a
paraméterbecslési problémakra. Raadasul — mint a késébbiekben latni fogjuk — a Matlab rendszerben
is hasonl¢ oOtletekkel és eszkdzokkel talalkozunk majd a feladatok megoldasanal, az itt megszerzett
tudas tehat nagy részben eszkdzfiiggetlen, univerzalis. Mindezt On is j6l tudja majd a sajat
munkajaban hasznositani, az alkalmazasok tarhaza meglep&en széleskori.

Kovetelmények: On akkor sajatitotta el megfeleléen a tananyagot, ha (az Excel segitségével)

o Eltud késziteni a(z egyvaltozos) figgvényabrazolashoz egy megfeleléen sirli alappont-
sorozatot;

o A megadott matematikai képlet alapjan be tudja iri az Excelbe a(z egyvaltozos)
fuggvényértéket meghatarozé masolhato (!) kifejezést;

o Képes abrazolni a megfeleld diagramtipus kivalasztasa utan az x és y adatsorozatokat;
e Képes a nyers grafikon megfelel ,hangolasara”;
o Sziikség esetén fel tud vinni Uj adatsorokat mar létezé diagramra;

e Meg tudja hatarozni Solverrel (az egyvaltozds esetben) a nevezetes pontokat, és ezeket
jelol6vel fel is tudja vinni a diagramra;

o Képes paraméteresen adott (ha ismert az x és y értékeket elballité képlet) fliggvények
abrazolasara, a grafikon hangolasara, nevezetes pontok meghatarozasara és abrara torténd
felvitelére;

o Képes egyszer(i regresszios feladatok megoldasara.

Id6sziikséglet: A tananyag elsajatitasahoz (a feladatok megoldasaval egyitt) hozzavetélegesen 3
orara lesz szlksége.

Kulcsfogalmak
o Flggveény grafikonja, pont diagramtipus, jeldl5;
e _,Hangolas”, nevezetes pontok;
o Paraméteresen adott fliggvény;
e Regresszid, R-négyzet érték.
Attekintés, matematikai alapok
Ha fliggvényeket szeretnénk abrazolni, akkor legalabb a praktikus hasznalat szintjén tisztaban kell

lenniink a megfeleld matematikai meghatarozasokkal és tulajdonsagokkal! Ez a jegyzet nem
matematikai témaju, ezért a részletezés helyett az alabbiakban csak felsoroljuk azokat a fogalmakat
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(ismereteket), amelyeket mi is természetesen hasznalni fogunk. Az idénként szlikséges tovabbi
részleteket a megfeleld tevékenység (feladatrész) leirasanal kiilon k6zoljik majd. Az érdeklédd
olvasonak bevezet6 felséoktatasi matematika tankdnyveket javaslunk tanulmanyozasra.
Sziikséges fogalmak, ismeretek:

e Fuggvény definicidja (relacio, rendezett par, ...);

o Ertelmezési tartomany, értékkészlet, leképezés (képhalmaz, &skép);

o Alapfliggvények diagramja (parabola, négyzetgyokfliggvény, polinomfiiggvények,
gyokfiiggvények, trigonometrikus fliggvények, exponencialis és logaritmikus fliggvények);

o Flggvényvizsgalat (szakadasi helyek, hatarértékek, monotonitas, szélséértékek, konvexitas,
inflexiés pontok);

o A szélséérték létezésének szilkséges és elégséges feltételei;
e Derivalt figgveény, primitiv figgvény.

Tevékenység: Ha szliikségét érzi, keressen egy megfelel6 bevezeté matematika tankdnyvet, és
frissitse fel ismereteit a fenti témakban!

L . e Py BRI s Gbe Pt Mde . e Merary: QRN Trm! 8,048 Mate Pode

:m3e4a0l.png}
1. abra
A tangens fliggvény hibas és korrekt abrazoldsa (Maple rendszer)

Tevékenység: Elemezze a tangens fliggvény kirajzoltatasara készult két abrat (Maple rendszer)!
Milyen hibakat Iat a bal oldali abrarészen? A rajzolé parancs alapjan milyen 6Gtlettel javitottuk a hibakat
a jobb oldali abrarészen?

A kovetkezb8kben attekintjuk azokat az altalanos lépéseket (megfelelé magyarazattal), amelyeket
kovetve Excelben a fliggvényabrazolasi feladat megoldhato.

Az abrazolashoz X és Yy értékeket tartalmazo tablazat sziikséges, ezt kell el6szor elkésziteni (latni

fogjuk, hogy mas megoldas is alkalmazhato lenne, pl. szimbolikusan vagy fliggvénydefinicié alapjan is
meg lehetne valdsitani ugyanezt — Matlab vagy Maple rendszer).

Az értéktablazat jellemzéi:

o Célszerlien fejléces;
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o A beosztast (értelmezési tartomany pontjai) célszer(i megfeleléen siiriire venni (ne legyen
,Szaggatott” a fuiggvény; az értelmezési tartomany szakadasait fel kell ismernunk!);

e A beosztas matematikai figgvényabrazolasi feladatnal kételez6en monoton névekvé sorozat;
o A masodik adatoszlop/sor a beosztas pontjain felvett fliggvényértékeket tartalmazza;
o Egyszerl esetben 2 adatoszlop/sor, de t6bb is lehet (ha tobb fliggvényt szeretnénk egyszerre

abrazolni).

Az elkészult értéktablazat kijeldlése utan inditjuk a varazslot (Beszuras/Diagramok). A Pont alaptipust
valasszuk, gorbitett vonalakkal, jel6lék nélkil (vigyazzunk, mas kézenfekvének tiing valasztasok nem
alkalmasak erre a célral).

A beszurt diagramot tekintsiik at, hogy a figgvény lefutasa megfelel-e el6zetes elképzelésiinknek
(ellenérzés). Ha esetleg hibat kdvettlink el, az adatsort javitsuk.

Az elkészult nyers grafikon szinte biztosan tartalmaz néhany olyan szépséghibat, amelyek korrekciora
szorulnak (,hangolas”). Ide tartozé tevékenységek tipikusan:

o Tengelyek léptékének beallitasa;

e Grafikon vonalvastagsaganak és szinének beallitasa.

Az utdlagos médositas egyéb lehetéségeit hajtjuk végre utoljara, amennyiben ilyenek szikségesek.
llyen tevékenység lehet:

o A forrasadatok bévitése Uj adatsorral;

e Tovabbi adatsorhoz masodlagos tengely rendelése és ennek hangolasa.
Egyes nevezetes pontok abran valé megjelenitése is a feladat részét képezheti. A
fuggvényabrazolashoz kapcsolddo kiegészitd tevékenység lehet a regresszids elemzés és a hozza

kapcsolddo elbrejelzés.

A leckében bemutatjuk az Excel tamogatasat a kétvaltozos figgvények abrazolasahoz is, de ez nem
képezi a torzsanyag targyat.

Egyvaltozos fiiggvények abrazolasa
A fliggvényabrazolas fent megismert Iépéseit egy konkrét feladaton keresztlil mutatjuk be részletesen.

Tevékenység: Abrazoljuk a kévetkezé fliiggvényeket a [-4; 4] intervallumban!

o(x) = J;nexz B(x) = icp(t)dt

Ezek a standard normalis eloszlast jellemzd fliggvények. (Az Excelbe beépitettek,
NORM.ELOSZLAS(), ill. NORM.ELOSZL() — 2003-as Excel — néven!)

Tevékenység: A kidolgozott Iépéseket a kdvetkezékben probalja ki On is a parancsok begépelésével,
ill. a megfelel6 menupontok hivasaval.

1. lépés: Az adattabla létrehozasa
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o Fejlécek begépelése (gorog betilik és egyéb jelek esetén: Beszuras/Szimbdlum).

e Az x oszlopbeli adatok kitdltése (kelléen siir(i sorozat, kitdltéssel a mar ismert médon). Nalunk
most a kezdéérték —4, a megfelels |épéskoz 0,1.

o Els6 fliggvényértékek bevitele a B és C oszlopokba:

e =NORM.ELOSZLAS(A2;0;1;0) =NORM.ELOSZLAS(A2;0;1;1)
Ezt masoljuk az oszlop tébbi cellajaba. A NORM.ELOSZLAS() fiiggvény 2. és 3. adata egy normalis
eloszlas varhatoérték és szoras paramétereit kdzli, ami standardizalt eloszlasok esetén mindig 0 és 1.

Az utolso 4. adat egy flag, ami azt jelzi, hogy a valészinliségsiriség-fiiggvényre, vagy a kumulativ
eloszlasfliggvényre van-e szikségunk.

2. lépés: A diagram elkészitése

Kijel6ljik a forrasadat-tartomanyt — az x, (o(X) , (I)(X) oszlopokat — fejléccel egyltt, majd a

diagramot létrehozzuk a Beszuras/Diagramok/Pontdiagramok/Pont gérbitett vonalakkal jel6l8k nélkul
menusoron keresztiil.

A 3 0 & 3] r F G " i ] K L
P(x)=P'(x) @(x)

I L ')(.‘;&{m._ngfu_gr{\_cr-‘.‘r i :’n:;.ln:?::;.)qfnr!“'

2 |4.0] 0.00013 0.00003 120000

3 -39 0.00020 0,00005

¢ 38 000029 0,00007

5137 000042 9.00011

5 |-356| 0.00061 0.00016

r sl 0.00087 0

8 34 0.00123 SU=0 1)

5 3] 000172 sirindgfuggeeny

10 4 2 .:. 00238 1

1 : ‘; 0,00327 elosalisfuggeiny

1329

1£1.28

1626

7125 &1 50

15 24 : =

19 23

20,-2.2

21 2.1

22120

23 19

2415 3 .

{a:
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2. abra
Fejléces értéktablazatbol jelold nélkili gorbitett vonalas diagram

3. lIépés: A grafikon hangolasa

A hangolast a Diagrameszk6zok/Elrendezés meniszalagon kezdeményezhetjik. A Diagramterulet
legdrdiilé mendben kivalasztjuk azt a grafikus objektumot, amit modositani akarunk, majd Kijeldlés
formazasa inditasaval elvégezziik a hangolast. (Ugyanezt jobb egérklikkel is aktivalhatjuk.)

A fliggvénygorbéink szinét és vonalvastagsagat allitjuk be el6szoér (kbvetkezd abra).
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3. abra
Vonalstilus-beallitasok
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4, abra
Jeldld nélkuli gorbitett vonalas diagram 0,5 pontos vonallal

Ezutan a tengelyek rendbetétele kdvetkezik. Itt a kdvetkez6 bedllitasi lehetéségeket alkalmazhatjuk
(megjegyezzik, hogy nem kell minden esetben az dsszes alapbeallitast modositani, csak a
sziikségeseket):

e Min. és max. értékek korrigalasa (a tényleges intervallumra korlatozas);
e F& lépték bedllitasa;

e Tengelyek metszéspontja;

e Szamformatum — tizedes jegyek;

e Tengelyfeliratok helye — pl. alul.
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Mi most a fliggvények kirajzoltatasat a tényleges intervallumra korlatoztuk és médositottuk az y
tengelynél a szamformatumot, ill. a tengelyfelirat helyét (kovetkez6 abra).

10 —
08 ./v’
./“
/
0,6 7 —o(x)=0'(x)
stirliségfuggvény
0.4 ,’i — — O(x)
/A R, : eloszlasfiggvény
02 —
/
00 r —_—— y . —_—

{&:m3e4a05.png}
5. dbra
Adott intervallumra korlatozott gorbitett vonalas diagram

Az alacsonyabbik vonalat masodlagos tengellyel is ellathatjuk az Adatsor formazasakor (jobb
egérklikk), amit természetesen ismét hangolhatunk. Ez a Iépés altalanosan akkor lehet fontos, ha a
két fuggvény Yy értékei nagysagrendileg is kuldnbdzék. Az el6z6 abran a felvett masodlagos tengely

skalazésanak szdmformatuma még nem lett hangolva! Lathatéan még ezt is be kell allitani!

1,0 v — 0,4
oa
08
A L os
/\
f/ \
Jo ) I 03
06 X —Fb
/ \ L o2 eloszlasfuggvény
/ / ;
04 —_— | gy ——0=0(x)
/ / \ C slirliségfliggvény
4 F o1
0.2 > \
r 01
A N
0,0 \ - 0,0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 ,
{&:m3e4a06.png}

6. abra
Masodlagos értéktengellyel ellatott gorbitett vonalas diagram

Tevékenység: Mit gondol, hogyan azonosithat6 egyértelmiien az elsé és a masodlagos y tengelyhez
tartozo két fliggvény? Figyelje meg az abran a szinek megfelel hasznalatat!

4. 1épés: Uj adatsor készitése és felvétele

A tovabbiakban numerikus integralassal meg akarjuk hatarozni a strliségfuiggvény alatti tertletet
(alappontonként), és fel szeretnénk rakni a diagramra. (Reményeink szerint igy kozelitéleg az
eloszlasfliggvény pontjait kapjuk.)

Az integral kozelit6 meghatarozasara a nagyon egyszerlien szamolhato trapéz formulat alkalmazzuk.
Egy kis trapéz terllete ugy all el6, hogy két szomszédos alappont tavolsagat megszorozzuk a
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szomszédos flggvényértékek dsszegének a felével, és ehhez még hozza kell adni az el6z6 sorban
szerepl6 teriletértéket (D oszlop, kovetkezd abra). A D2-es cella masolassal kap értéket (C2-bél).

- £ OSHAB-AS)"(86+83)/2
8 c [B
P(x)=P'(x) ®(x)
X sOrdségfogpeény eloszissfoggveny f@(t)dt
40 0,00013 0,00003 0,00003

39 0,00020 000005 000005
38 0,00029 0,00007 0,00007

7 0.00042 0,00011 0.00011
36 0,00061 ooo0ts  [0.00018]
e X 0.00087 0,00023 0,00023

14 0,00123 0,00034 0,00034
33 0,00172 000048 000049
-32 0,00238 0,00068 0,00068
AR ()] CHRORDTE Teugds KO )14

sz | 0 WGE Lo -

Dm0 -

{a:m3e4a07.png}

7. abra
Uj adatsor/oszlop készitése a trapézszabaly alkalmazasaval

Az Uj adatsor/oszlop diagramra torténé felvitele egyszer(ien egy mar létezé grafikonon térténd jobb
egérkattintassal kezdeményezhetd, itt a helyi meniiben az Adatok kijel6lése... pontot valasztjuk (a
funkcié a Tervezés meniszalagon is elérhetd). A megjelené parbeszédablakban a Hozzaadas gombra
kattintunk, és értelemszerlien megadjuk az adatsor jellemzéit.

4 ™y
Aterriei vieeTaie V- A ateor srerkecrtice m
P A ive oo U L KO >
Adatsor neve:
e mtn tem Trapézkozelités = Trapézkozelité. ..
D e e ] IR e g ) Adatsor X értékei:
| SRtpetedls £ dayteres | 23 Borie = —N(O: 1) s =-40;:-3,9:
e = | s
obdcabivhcgriry " L Adatsor Y értékei:
02 ='N(0; 1)'1$D$2:$D$82] =1
(o ][ mese |
AITET e Bl s { .
a:

m3e4a08.png}
8. dbra
Uj adatsor/oszlop felvitele a diagramra

A diagramot ezutan viszont Ujra hangolni kell, mert az Uj adatsor (alapbeallitas szerint z6ld szinnel)
teljesen elfedi a régi eloszlasfliggvényt. A megoldas az, hogy a folytonos vonalas megjelenitést az (j
adatoszlopnal jel6lésre modositjuk. A jeldl6 tipusa legyen kor, mérete pl. 2-es, a z6ld szint nem kell
megvaltoztatni.

Tevékenység: Végezze el 6nélléan a hangolast (adatsor formézasa, nincs vonal, jel6l6 van, lasd
kovetkez6 abra).
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9. dbra
Jeldld beallitasai
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10. abra

Az Uj adatsor jel6l6s megjelenitése
5. Iépés: Nevezetes pontok keresése, abrazolasa

A fliggvények nevezetes pontjainak meghatarozasara a Solver eszkdzt hasznaljuk fel (célérték
keresés). llyen tipusu feladatok megoldasakor mindig masolt, kilon kis adattablazattal dolgozunk, az
eredeti adatsort nem szabad moédositani!

Példaképpen kerestessiik meg az eloszlasfliggvényen azokat a helyeket, ahol az a 0,25 illetve a 0,75
értékeket veszi fel (kvartilisek). Ehhez az értéktablazatbdl alkalmas Ures teriletre kimasolunk egy
megfeleld szeletet, ezutan ellenérizzik a hivatkozasokat, majd elvégezziik a Solveres keresést.

G H ' G H '
27 27
28| «x O(x) (28] «x ®(x) [
29 -0,70000 024196 29 -067449 025000
30 0,70000 0,75804 30 | 0,67445 0,75000
31 _ <N _ {&:m3e4a11.png}
11. dbra

Nevezetes pontok keresése, inicializalas és a megoldott feladat
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Ezutan az aktiv diagramon a masodlagos egérrel (jobb kattintas) kezdeményezett meniiben az Adatok
kijel6lése pontot valasztjuk, és a kis értéktablazatunk X, y koordinataju pontjait felvesszik a
grafikonra. Végul folytonos vonal helyett jel6l6s megjelenitést valasztunk. Vigyazzunk arra, hogy
pontok kijeldlése rakattintassal altalaban nem lehetséges! (Itt a Tervezés meniliszalag hasznalata
célszeri.)

Standard normalis eloszlas

| ga
| ©
|08
| 07 Dix)
| 06 elosAdsHiggwény
| 05 Irapérkarelités
o
03 e 4 kv artils
‘ 0,2
01 ; e 80 Ak kvartilis
0.0 —
a0 20 0,0 2.0 40
Standard normalis eloszlas
Lo
|32 Six O Ix)
| 08 : stedségRiggvény
»
[ o7 ax)
| 06 elosalastiggveny
|05 i Trapézkizelités
I|‘. L
|1 03 ’ elsd kvartils
| 02
| 01 ® mdsodik kvartilis
o0 —
1,0 2.0 0,0 2.0 1,0 ,
L {a:m3eda12.png}
12, abra

Nevezetes pontok a diagramon, megjelenésuk hangolas utan

Tovabbi nevezetes pontok meghatarozasa szintén célérték kereséssel oldhaté meg. Zérushely
esetében a feladat egyértelm(. Minimum- vagy maximumpontnal nemcsak a fliggvényértékek
minimalizalasat vagy maximalizalasat kérhetjik, hanem azt is, hogy a derivaltfiggvény értéke az adott
helyen legyen 0. (Mar persze amennyiben van derivaltfiggvényunk.)

Flggvények metszéspontjat ugy célszeri elballitanunk, hogy a kilonbségfiiggvény zérushelyét
hatérozzuk meg. llyen esetekben tilos masodik értéktengelyt hasznalni!

Tevékenység: Hatarozza meg a siriiség- és az eloszlasfliggvény metszéspontjat, és vigye fel az
abrara! Probalja ki, hogy mi térténik, ha masodlagos értéktengelyt allit be!

Paraméteresen adott fiiggvények
A miszaki életben sok sikgérbe csak paraméteresen adhat6é meg, a pontjainak x és y koordinatai

kozotti kapcsolatot direkt képlettel nem lehet leirni. Sok esetben a paraméteres megadast a
polarkoordinatas leiras jelenti. Mas esetekben a paraméterek jelentése mar dsszetettebb lehet.
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llyen, paraméteresen adott gorbék példaul a kardiodid, epiciklois, lemniszkata, Descartes-levél,
Archimédeszi spiralis stb. Ezeket a gorbéket az Excel segitségével nem tul bonyolult feladat abrazolni,
amennyiben a képletiiket ismerjik. (A képletek megtalalhaték matematikai, miiszaki, kozgazdasz
zsebkonyvekben, illetve az interneten is.)

Vegyuk példaul a kérevolvenst és az epicikloist. Ezek metszik egymast. Az abrazolas mellett
feladatunk az lesz, hogy a metszéspontjaikat meghatarozzuk.

Egyenleteik paraméteresen adottak:

Kdérevolvens : x = p(cos(g) + gsin(p)) y = p(sin(g) — ¢ cos(¢))

Epiciklois :  x =(q+ w)cos(a) — wcos(% aj y =(q+w)sin(a) - wsin(

+ W
g a
w

{a:m3

e4s01.png}

Legyenek a sikgorbéink paraméterei:
p=3, g=9, w=3.

Els6 Iépésként elkészitjlik az értéktablazataikat, a korevolvensét 2 fokonként, az epicikloisét fokonként
0-tol 360 fokig (A és E oszlop). A fokok alapjan radiant szamolunk, ehhez beépitett fliggvény vagy
direkt képlet is hasznalhaté (B és F oszlop). Az X és az Yy értékek elballitasanal a szamolt radian
értékeket hasznaljuk fel (C és D, ill. G és H oszlop), a paraméterekre nevesitve hivatkozunk
(kbvetkezd abra).

A Z] € 3] E F G M
1 =35 g 5 | we| 3
2 Kirevolvens epscikiols
3 ¢ [fok] ¢ XK vK o ffok] & xE yE
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3 4| 0.083813] 3.007302] 0,000340) 2| 0.034207] 9.021886] 0.001275)
7 6| 0.104720] 3.016404] 0.001147] 3} 0.052360] 9.045112] 0.004296
8 6] 0.139626] 3.029101| 0.002717 4| 0,059813| 9.086984| 0010166
9 10] 0174533 3.045345) 0.005300, 5| 0.087266] 9.135259| 0.013808,
10 12| 0.20%440] 3,065078] 0.009147} 6| 0104720] 9.193626) 0.034132
1" 14| 0.244346] 3.088225| 0.014502 70 0.122173] 9.261711] 0.054017
12 16] 0279253 3.114702| 0021607 8| 0139626 9.339073| 0.080313)
13 18] 0.314155] 3.144411] 0.030701 9| 0157080 9425209 0113858}
14 20| 0.34%066] 3177241 0.042017] 10| 0,174533] 9519560 0.155415)
15 22| 0.383972] 3.213067| 0.055781 11] 0,191986] 9,621507] 0,205733]
16 24| 0.498878] 3.251757| 0.072215 12| 0209440 9.730373] 0.265506|
17 26| 0.453786] 3283162 0.09153s] 13| 0226593 9.845456] 0335330}
18 28] 0.488692] 3337124 0113946} 14| 0.244346] 9.965970| 0.415950)
19 30] 0523585] 3.383474] 0139650 15| 0.261798] 10,091110] 0507752
20 32| 0558505 3432033 01658840 16| 0.279253] 10.220027] 0.611266
21 34| 0.593412] 3432608 0,201696] 17] 0.296706] 10351837 0 726509
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13. abra

Korevolvens és epiciklois fejléces értéktablazata

Tevékenység: A leiras alapjan On is hozza létre az értéktablazatokat, majd a tovabbi lépéseket
kovetve abrazolja a fliggvényeket és hatarozza meg a metszéspontokat.
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Ezutan kovetkezik a diagram létrehozasa. Elészoraz XK , YK értékparokbol készitjik el a folytonos
vonalu pontdiagramot, majd aktiv diagramteriletnél az Adatok kijeldlése meniben Hozzaadjuk az
XE , YE értékparokat. A vonalak szinét, vastagsagat, a tengelyeket meghangoljuk (kdvetkezé abra).

Tevékenység: Jegyezze meg, hogy paraméteresen adott gérbék esetében a fok, ill. radian értékeket
nem vesszUk bele az abrazolni kivant sorozatok kozé!

Harom metszéspontot talalunk. A metszéspontok kozelité koordinataparjait megkeressuk mindkét
sikgorbe tablazataban, és ezeket a szégadatokkal egyutt kildn tablazatrészbe masoljuk azért, hogy a
Solverrel a metszéspontokat pontositsuk.

A Solvernek azt a feladatot adjuk, hogy egy metszéspont megkeresése érdekében az

(XK =XE)?+ (YK —yE)?

értékét minimalizalja a @ és az o értékek modositasa révén (négyzetes eltérés). Az egyszerre

modositando cellak az elsé metszéspont keresésekor a abran lathato tablazat J28; N28 cellai lesznek.

| J K L M N (0] P Q | R
T~
[N —
korevovens
20 ﬁ 0 5 5 10\ 15 :
\‘ ——— 2picioE
: i
- ® meszésoont
— /
\ e
45
= =(L28-P28)"2+(M28-Q28)2
25
kdrevolvens epiciklois
@ [fok] @ xK vK o [fok] o xE vE
274,2222 | 4.786080(-14.098400] 4.048969] 190.1009 | 3,317887|-14.098496(-4.049093[  0.0000
200,7735 [ 3.504159| -6.533485| 8.765031| 140,7605 | 2.456735| -6.533454| 8.764979]  0.0000
189.2451 | 3,302950| 4 552968| 9,298161| 103.1725 | 1.800700| -4.552984| 9.298159]  0.0000

3edald.png}
14, abra

Korevolvens és epiciklois metszéspontjai, és a Solveres kereséshez sziikséges tablazat

{&:m

Mindharom metszéspont meghatarozasa utan az Adatok kijeldlése menuben a zoélddel jeldlt tertletrdl
Hozzéadjuk a metszéspontok koordinatait csak jeldlével, de vonal nélkil.
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Feliiletabrazolas

Folytonos kétvaltozés fliggvénnyel megadott fellletet is gyorsan lehet abrazolni az Excellel. Ehhez
szintén értéktablazat kell, oly moédon, hogy az alapsikon egy racshélé szélein az X ill. y értékeit

felsoroljuk és a bels6 racspontokban felvett figgvényértékeket a belsd cellakban elhelyezzik.

Példaként tekintsik a kovetkezd hiperbolikus paraboloidot:

X2 y2
1="5"17
a

o

Legyen az a paraméter értéke 2, a b paraméteré pedig 3 (a megfelelé cellakat elneveztiik). Az

elékészitett racshalé a kdovetkezé abran lathato.

Létrehozunk egy X" nevet, amelyik az A oszlopra hivatkozik (vegyes hivatkozassal), és egy ,y” nevet,
amelyik a 3. sorra. igy mindegyik belsé cellaba ugyanaz a képlet keriil, mint amit a D6 cellaban latunk.

Tevékenység: A leiras alapjan On is hozza létre a 2-dimnezios értéktablazatot, majd a tovabbi
|épéseket kdvetve abrazolja a kétvaltozos fiiggvényt.
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15. abra

Kétvaltozos fliggvény megjelenitéséhez sziikséges értéktablazat

Jeldljik ki az X és y értékeket is tartalmazé A3:V24 blokkot és a Beszuras/Egyéb diagramnal a

Fellletet valasszuk. Az aktiv diagram vasznan masodlagos egérgombbal valasszuk a Forgatas
menUpontot, és a forgatasi szoget izléslink szerint beallithatjuk.

A fuggvény megjelenitése utan sziikséges lehet még tovabbi hangolas (értéktengelyek skalazasa), ezt
a korabbiaknak megfeleléen hajthatjuk végre.
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16. abra

Kétvaltozos fliggvény megjelenitése forgatassal

Trendvonalak

Gyakori feladat az, hogy mérési adatsorainkhoz a feladat fizikai, gazdasagi térvényszeriiségeinek
megfeleld fliggvényt illessziink. Az illesztett fliggvényrdl tébbnyire nem kdveteljik meg azt, hogy
minden mérési pontra illeszkedjék (interpolacio esete), hanem csak azt, hogy 6sszességében a lehetd
legkisebb hibaval kézelitse a mérési adatpontjainkat (regresszios feladat). Az Excel néhany
egyszerlbb tipusfliggvényre ezt az illesztést azonnali szolgaltatasként nydjtja, amit az Excel
trendvonalnak nevez.

A trendvonal szolgaltatashoz el6szor el kell késziteni az (x; y) pontparjaink pontdiagramjat (fontos: ne
kosslik 6ssze a pontokat). A trendvonal szolgaltatas aktiv diagram mellett kérheté a
Diagrameszkdzok/Elrendezés/Elemzés/Trendvonal menuben. Itt mindig célszer(i a Tovabbi trendvonal
beallitasokat valasztani. A kivalasztott tipushoz tovabbi szolgaltatasokat is kérhetlink, mint példaul a
képlet, vagy R-négyzet megjelenitését, vagy a megadott x intervallumon tuli folytatast (elérejelzés) is.
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17. abra

Trendvonalak a pontdiagramon

Az R-négyzet, az un. determinacios egyltthat6 a kdzelités josagat jellemzi. Ez valdjdban az eredeti és
a becslilt y értékparok korrelacios egyutthatéjanak a négyzete. Minél kdzelebb van 1-hez, annal jobb a
kozelités. A grafikonra kikért informaciok helye, szine, betltipusa, a szamok tizedes jegyeinek szama,
stb. utdlag is hangolhaté.

Mivel az Excel alapértelmezésben mindig fekete szint hasznal a trendvonalas abrakhoz, ezért ha mar
legalabb két regresszids gorbét felrakunk az abrara, akkor allitsuk be a szineket kilénbdzére (pl. els6
gorbe: piros, masodik gorbe: kék, harmadik gorbe: zold stb.). A gorbék szinének megfeleléen a
jelmagyarazatot is szinezziik at (el6z6 abra).

Tevékenység: Vegyen fel néhany adatpontot egy munkalapra, és a kapott pontdiagramhoz kérjen
kiilénbdz6 fokszamu trendvonalakat. Kérje ki az egyenleteket és az R-négyzet egylitthatokat is. Allitsa
be megfeleléen a szineket. Figyelje meg, hogy magasabb foku kozelités esetén az R-négyzet
egyutthato értéke kozelebb van 1-hez.

Nemlinearis regresszié, paraméterbecslés (olvasmany)

Az Excel beépitett trendvonal szolgaltatasai csak az egyszeriibb figgvényekkel val6 kozelitésre
alkalmasak. Osszetettebb, tobb paraméterrel rendelkezé fiiggvénnyel valé kozelitésre a legkisebb
négyzetek modszerét alkalmazva a Solver ad lehetéséget.

Ekkor a kdvetkezdképp jarunk el. Legyen adott az X és y 0Osszetartozé értékparok sorozata. A
probléma jellegébdl adoddan tudjuk (nagyjabdl vagy akar egészen pontosan), hogy milyen tipusu
figgvényt kell illesztenlink és a paraméterek szoba johetd értékintervallumat is ismerjik (lasd még az
alfejezet végére irt megjegyzést). Ez utdbbibdl valasztunk kezdd paraméter értékeket, majd ezek és a
képlet segitségével becslést adunk az y értékekre. A tényleges és becslilt y értékek persze jécskan
eltérhetnek.
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18. abra

250000

00000

15.0000 +

20,00

£0.0000

5.0000

— e 512

——— | Megjegyzés [M2]: javitva lett a
kép, az A konstans értéke 3!, kép a
megadott névvel mellékelve.

Nemlinearis tobbparaméteres regresszié el6készitése

Az el6z6 abran egy specialisan gerjesztett, de id6ben csillapodd rendszer idébeli viselkedésének
paramétereit becslljik a mért adatokbdl. Az A, B paraméterek elsdsorban a gerjesztést jellemzik, a D
csillapitasi tényez6 a rendszertél fligg és az E paraméter a végsé és stabil egyensulyi allapotot
jellemzi. A mért adatok a gyakorlatban mérési hibaval terheltek, ezért az y adatsor lathatéan ,sz6ros”.
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19. abra

Nemlineéris tdbbparaméteres regresszié a paraméterek meghatarozasa utan
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Beszurjuk és szebbé formaljuk az (x, y) ill. (x, regresszid) diagramot. Kiszamitjuk az eltérések
négyzetdsszegét, és ezt az egyetlen értéket minimalizaljuk a Solver segitségével oly médon, hogy az

paraméterek] értékeit valtoztatjuk meg. Ezek lesznek a valtozo cellakban.
A Solveres pontositas utan a regresszios fiiggvényunk igen jol fog illeszkedni (el6z6 abra).
Nyilvanvalé ugyanakkor, hogy az eltérési hiba a kdzelités végrehajtasa utan sem lesz 0, ezt nem is

varhatjuk el.

Tevékenység: A mellékelt Regresszio.xlsx munkafiizet felhasznalasaval hajtsa végre On is a
megadott regresszios feladatot!

Megjegyezziik, hogy az ilyen tipusu, becslésen alapulé altalanos regresszids feladatoknal a modell
felallitisa mély, a gyakorlatban megszerezheté mérndki-gazdasagi szakmai ismereteket igényel.

teszt rész

Onellenérzé kérdések

1. irjon kifejezést az alabbi fiiggvény értékének kiszamitasahoz! Ne hasznaljon felesleges
zarodjeleket, és ne modositsa a tagok, tényezok sorrendjét! A sziikséges tartomanynevesitések

megtorténtek. Az e a természetes logaritmus alapja.

f(x)=a(x—b)e™

kifejezés =fa*(x-b)*KITEVO(b*x)

2. Nyissa meg a Fuggveény.xlsx munkafizetet, és abrazolja a kdvetkezd fliggvényeket a [0; 30] zart
intervallumban 0,01 Iépéskdzzel a kdvetkezd feladatok alapjan!

f (X) _ AXBesinx _ D
f'(x)=ABX® ™™ + Ax®e™ cos x

Az A1:C2 celldkba gépelje be a lenti tablazatot és nevesitse a masodik sor értékeit munkalap szinten
LA”, ,B” és ,D” betlivel!

A B D

5 1,2 35

Mennyi a Kédok munkalapon megjelené sarga ellen6rzé kod értéke?

Sérga kod:

Az X" fejléc ala készitse el az abrazolando fliggvény X értékeit! Majd nevezze el vegyes
hivatkozassal (abszolut oszlop, relativ sor) az értékeket ,x”-nek!

Mennyi a Kédok munkalapon megjelend lila ellenérzé kod értéke?

Lila kéd: 622733
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~| Megjegyzés [M3]: A, B, D, E

paraméterek

Megjegyzés [M4]: Beszuras: A

Solvert ezutan a kovetkezéképpen
paraméterezziik fel: A megoldasi
modszer a Nemlinearis ARG
legyen, a pontossag 1E-15. A
nemkorlatozott valtozok
nemnegativva tételét jelzd pipat ki
kell kapcsolni.




Az f(x)" fejléc ala készitse el az adott X értékhez tartozd f(X) értékeket!

Mennyi a Kédok munkalapon megjelené kék ellenérzé kod értéke?

Kék kod: 30956175

Az f(x)" fejléc ala készitse el az adott X értékhez tartozo f '(X) értékeket!

Mennyi a Kédok munkalapon megjelené zold ellen6rzé kod értéke?

Z6ld kéd: 11444444

Abrazolja a fiiggvényeket! Hany metszéspontja van a fiiggvényeknek a [15; 25] intervallumban?

Metszéspontok szama:

Hatarozza meg 5 tizedesjegy pontossaggal az f (X) fliggvény 17 korili minimumat!

A Solvert allitsa alaphelyzetbe, majd csak a feladatban leirt paraméterek médositsa!
A Solver szamitasi pontossaga 1E-15 legyen, megoldasi médszerként a Nemlinearis ARG-t hasznalja!

Mennyi a minimum pont  koordinataja?

A minimum X koordinataja |17,20897

Mennyi a minimum pont  koordinataja?

A minimum y koordinataja [21,05813

3. A kdvetkezd (x; y) tablazattal adott pontokat abrazolja 6sszekdtd nélkili pontdiagramon, majd a
grafikonra tegyen fel a linearis és masodfoku trendvonalakat képletekkel és a determinacios
egyutthato értékével egyiitt!

1 -7
3 -2
6

7 4
12 10
16 14

Mennyi a konstans egyiitthato értéke?
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Mennyi az R-négyzet értéke?

0,9966]
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Modulzaro feladatsor
teszt rész

1. Oldja meg az alabbi, A-Z =l_) alaku egyenletrendszert a kovetkez6 feladatok alapjan!

2X, +5X, =24

5X, +5X, +5%; +5x, =50
IX, +2X, +3X, +4x, =30
2%, —3X, +5%, - 7%, =17

Mennyi az =~ matrix determinansa?

Determinéans:

Hany megoldasa van az egyenletrendszernek?

Megoldasok szama:

Mennyi az matrix inverzének 1. soraban és 3. oszlopaban talalhaté elem értéke tort alakban

(2 szamjegyii kijelzéssel)?

Az elem értéke: -7/11]

Oldja meg az egyenletrendszert! Mennyi az értéke?

7

2. Jolanka egy jelmezkdlcsonzében dolgozik, és azt a feladatot kapta, hogy szamolja meg, hogy az
egyik dobozban hany darab pdk, szazlabu, sarkany és kiralylany jelmez talalhaté. A szamolas kézben
arra a részeredményre jutott, hogy 6sszesen 34 fej, 752 lab, 86 szem és 3356 szal haj van a ladaban.

A pokoknak 1 feje, 8 laba, 8 szeme van és kopaszok. A szazlabuaknak 1 feje, 2 szeme és
értelemszerien100 laba van, de hajuk nekik sincs. A sarkanyoknak mar van 13 szal hajuk, 4 l1abuk, 14

szemUk és 7 fejuk. Az 1 fejl kiralylanyok 2 labon jarnak, 2 szemuk van és a fejiket 333 szalbdl allé
dus széke hajkorona disziti.

Segitsen Jolankanak!
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Hany pok jelmez talalhat6 a ladaban?

o]
o
o

Hany szazlabu jelmez talalhaté a ladaban?

=)
o
o

7

Hany sarkany jelmez talalhaté a ladaban?

]
o
o

2

Hany kiralylany jelmez talalhaté a ladaban?

[10/ db

3. Xor herceg Select varanak ostromara késziil. A hadsereg 6sszeallitdsahoz felfegyverkezett
alattvalok, dardasok, buzoganyosok, nyilasok és szamszerijaszok allnak rendelkezésre. A katonaknak
ismert a tamadasi ereje, a kdzel- és tavoli védelme, a fosztogatasi képessége, valamint a napi zsoldja.

felfegyverkezett

alattvald 3 9 9 0 1
dardas 25 40 8 14 2
buzoganyos 38 4 23 32 2
nyilas 23 42 13 3
szamszerijasz 39 20 7 22 3

Variable, a kém, egy titkositott levélben jelentést tett a bastyakon és a varudvaron latott egységekrdl
és védelmi eszk6zokrél. Dim parancsnok ez alapjan kiszamitotta, hogy a gyézelem akkor garantalt, ha
a tamado sereg kozel- és tavoli védelme megegyezik, tovabba a tdmadasi ereje a lehet6 legnagyobb.

A hadjarat sikeréhez elengedhetetlen a harci moral fenntartéasa (ha a katonak nem kapjak meg reggel
a zsoldjukat, kirdhogik a herceget és dezertalnak), ezért Currency kincstarnok biztositotta a herceget

A tanacskozas végén Unicode biboros azt a feladatot kapta, hogy a rendelkezésre all6 er6forrasok és
hadi el6irasok figyelembe vételével szamitsa ki, milyen dsszetételli hadsereggel tAmadjon a herceg a
biztos gy6zelemhez.
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~| Megjegyzés [M5]: (ezt az
Osszeget a zsoldra kolti)




Vegye fel az alapadatokat egy Excel-munkalapra, majd készitsen célfiiggvényt a linearis

probléma megoldasahoz! Mennyi a célfiggvény értéke, ha mindenféle katonabol 100 van?

A célfiggvény kezdeti értéke: 12800

Oldja meg a feladatot a Solver segitségével! Hany katonabdl alljon a hadsereg?

A katonak szama: 245

) +W . . (g+w
4. Abrézolja az x = (0 +W)cosa —w cos(q—aj ésaz y=(q+w)sina—w sm(q—a)
w W

azonos egyenletekkel meghatarozott, de kiilonb6zd paraméterl sikgérbéket 0-t6l 360 fokig fokonként
a kovetkez6 adatok alapjan!

elsé sikgorbe: ¢, =9, w, =3

masodik sikgorbe: ¢, =9, W, =15

Hany k6z0s pontja van a sikgorbéknek a koordinatarendszer bal als6 negyedében?

A kOz0s pontok szama:

Hol metszi pozitiv irAnyban az els6 sikgorbe az y tengelyt?

A Solvert allitsa alaphelyzetbe, majd csak a feladatban leirt paraméterek modositsal!
A Solver szamitasi pontossaga 1E-15 legyen, megoldasi médszerként a Nemlinearis ARG-t hasznalja!
Az eredményt 4 tizedesjegy pontossaggal adja meg!

A metszéspont y koordinataja (13,8208
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