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Pusztai Pál





Bináris fák





Amint azt előző cikkünkben már megemlítettük a faépítő Dijkstra féle algoritmus hatékonyságának úgymond sarkköve az aktív pontok kezelése, a minimális távolságú pont kiválasztása.





Első módszerünk az aktív pontokat távolság szerint növő sorrendben tárolta amivel a kívánt minimális távolságú pont kiválasztása egyetlen lépéssé/hivatkozássá redukálódott (ti. mindig a legelső pont volt a minimális távolságú), viszont megnőtt a rendezettséget biztosító adminisztrációs idő, hiszen egy felveendő új pontot (távolság szerint) be kellett sorolni a már rendezett pontok közé, míg a minimális távolságú pont kivétele/törlése a többi pont 'előreléptetését' igényelte.





Most két újabb megoldással szeretnénk bővíteni a 'kört', bemutatva az aktív pontok kezelésének egy triviális, bár éppen ezért szintén nem túl gyors és egy másik, kicsit több előtanulmányt igénylő, de annál hatékonyabb módszerét.





Kezdjük talán a kézenfekvő, rövidebben 'elintézhető' megoldással. Itt az aktív pontokat egyszerűen 'csak betesszük' egy tömbbe, azaz egy új pont a tömb végére kerül, míg törléskor  a törlendő pontot felülírjuk az utolsó ponttal (ami majd a darabszám csökkentésével 'tűnik el' a tömbből).





Ez az adminisztráció a lehető leggyorsabb, az algoritmust a minimális távolságú pont kiválasztása lassítja le, hiszen ekkor valamennyi aktív pontot végig kell néznünk. Éppen ezért ez a módszer n2 nagyságrenddel jellemezhető (ahol n a gráf pontjainak számát jelöli), hiszen a Dijkstra algoritmus során n-szer választunk minimális távolságú pontot a legfeljebb n-1 elemű aktív ponthalmazból. A sebességet (s ez igaz valamennyi módszerre) természetesen az aktív ponthalmaz átlagos mérete, azaz a gráf szerkezete (pontok száma, élekkel való feltöltöttsége) erősen befolyásolja. (Erre vonatkozóan néhány összehasonlító időeredményt témánk végén találhatunk.)





Az aktív pontok kezelésére vonatkozó harmadik, s egyben legjobb megoldásunk hátterében egy igazi gráfelméleti csemege, a bináris fák kezelése húzódik meg. Ezen érdekes, könnyen programozható és hatékony algoritmusoknak nem csak a Dijkstra algoritmusba ültetett alkalmazását szeretnénk bemutatni, hanem egy, a segítségükkel megvalósuló n*Log2n nagyságrendű rendezést is, amelyet Halom- ill. Kupacrendezés néven jegyez a szakirodalom.





Vegyünk hát egy olyan bináris/'kétágú' fát amelyben ( a gyökérpont kivételével) minden elem legalább akkora mint az ő elődje/őse (1.ábra).








1.ábra








Látható, hogy egy elem a belőle kiinduló részfa legkisebb eleme, s hogy a gyökérpont az egész fa legkisebb eleme. Ha az előbbi fát (1.ábra) egy (pl: a nevű) tömbben (azaz egyszerű indexeléssel) szeretnénk tárolni, akkor célszerűnek látszik az alábbi elrendezés (2.ábra).








2.ábra








Azaz a tömbben tárolt elemeket rendre megfeleltetjük a fa egyes szintjein található elemeknek (balról-jobbra) és viszont, azaz egy 'balról feltöltött' fa (ahol tehát minden szint tele van, kivéve esetleg a legalsó szintet, amely balról feltöltött) könnyen (a szokásos 1-től induló indexeléssel) tárolható tömbben.





Hogyan építhetünk fel (tömbben tárolva) egy ilyen bináris fát?





Ehhez két lépést kell megvizsgálnunk. Hogyan bővíthetjük a fát új elemmel ill. hogyan törölhetünk belőle elemet úgy, hogy megtartsa azon tulajdonságát miszerint az ősök sosem nagyobbak a leszármazottaiknál.








Bővítés





Az új elemet betesszük a tömb végére (ha n jelöli a tömb/fa elemeinek számát, akkor n=n+1, a[n]=új elem), majd az elemet 'felléptetjük' a helyére (3.ábra).








3.ábra








A 'felléptetés'





a) Jegyezzük meg x-ben a helyére viendő új elemet (x=a[n]). Legyen i az az index, ami megmutatja hogy pillanatnyilag hol tart/hol 'van' az x elem a tömbben/fában (i=n). (A legvégén ide kell majd betennünk az  x-ben megjegyzett elemünket.) Legyen j az i. elem ősének indexe        (j=i div 2).





b) Ha létezik ez az ős (j>=1), akkor ha az új elem kisebb mint az őse, akkor 'lépjen annak helyére' (ha x<a[j] akkor a[i]=a[j], i=j,       j=i div 2), majd folytassuk az eljárást újra a b) ponttól.





c) Tegyük be az x-ben tárolt új elemet az i. helyre (a[i]=x).








Megjegyzés:


- A figyelmes olvasónak bizonyára feltűnt a megértést segítő 'kegyes kis' csalásunk, hiszen az ábra csak hatásában fejezi ki a könnyű/kicsi elem felemelkedését/felléptetését, valójában a nagyobb elemek lépkednek lefelé, helyet készítve ezáltal a beszúrandó új elem számára.


- Vegyük észre, hogy a fa üres is lehet, az algoritmus az első elemet is jól teszi be a fába/tömbbe.








Törlés





Mivel mindkét alkalmazásunkban (Dijkstra algoritmus, Halomrendezés) a legkisebb elemet/a fa gyökérpontját/a tömb legelső elemét kell majd törölnünk, a törlés szinte tükörképe a bővítő algoritmusnak, hiszen a tömb utolsó elemével felülírjuk a törlendő első elemet (a[1]=a[n]), csökkentjük az elemek számát (n=n-1), majd helyére 'süllyesztjük' a tömb első elemét (4.ábra).








4.ábra








A 'süllyesztés'





a) Jegyezzük meg x-ben a helyére viendő első elemet (x=a[1]). Legyen i az az index, ami megmutatja hogy pillanatnyilag hol tart/hol 'van' az x elem a tömbben/fában (i=1). (A legvégén ide kell majd betennünk az  x-ben megjegyzett elemünket.) Legyen j az i. elem 'baloldali' (kisebb indexű) leszármazottjának az indexe (j=2*i).





b) Ha létezik ez a leszármazott (j<=n), akkor 


- ha két leszármazott van, akkor j-be a kisebbik elem indexe kerüljön, hogy a kisebb elem ágán süllyedjen a helyére viendő elemünk (ha j<n és a[j+1]<a[j] akkor j=j+1).


- ha a süllyesztendő elem nagyobb mint a kisebbik leszármazott, akkor 'lépjen annak helyére' (ha x>a[j] akkor a[i]=a[j], i=j, j=2*i), majd folytassuk az eljárást újra a b) ponttól.





c) Tegyük be az x-ben tárolt első elemet az i. helyre (a[i]=x).











Megjegyzés: A nehéz/nagy elem képletesen úgy süllyed tehát a helyére, hogy súlyánál fogva mintegy felfelé nyomja a nála könnyebb/kisebb elemeket, azaz valójában a nála kisebb elemek lépkednek felfelé, 'üres' helyet hagyván maguk mögött/alatt a besüllyedő új elem számára.








Most már összerakható a 'meggyorsított' Dijkstra féle minimális útkeresés, mivel az aktív ponthalmaz tárolása, bővítése, és a minimális távolságú pont 'megkeresése', kivétele a ponthalmazból a fentiek alapján elvégezhető, az algoritmus többi része pedig változatlan formában meghagyható.





Az így kapott módszert már nem n2, hanem n*Log2n nagyságrend jellemzi, hiszen egy elem felvétele a fába/törlése a fából, a fa mélységéből adódóan, max. Log2n lépésben elvégezhető.





Mindhárom módszerben egyformán, nevezetesen egy pontszám elemű logikai tömb segítségével tartottuk nyilván azt, hogy egy pont benne van-e az aktív ponthalmazban vagy sem, így ez a vizsgálat egyformán 'hatott' az alábbi időeredményekre. A mellékelt tesztprogramunkban véletlenszerűen generált hálózaton minden viszonylatban megkerestük a minimális utat, miközben mértük az egyes módszerek futási idejét.








Pontok�
Egy pont�
Élek�
Idő (ó:pp:mm)�
�
�
�
száma�
max.élei�
száma�
Rendezetlenül�
Rendezetten�
Bináris fával�
�
150�
150�
11467�
0:00:21�
0:00:39�
0:00:24�
�
500�
10�
2470�
0:02:47�
0:03:03�
0:00:36�
�
1000�
6�
2861�
0:11:09�
0:11:40�
0:01:49�
�
2000�
6�
6037�
1:38:33�
1:37:21�
0:08:34�
�






Természetesen ezek az idők gépfüggőek és ha hordoznak is némi információt egy nagyobb hálózat viszonylatmátrixának egyszeri kiszámítására, egymáshoz viszonyított arányuk az, ami az algoritmusok hatékonyságát minősíti.











Halomrendezés





A rendezendő elemeket egy tömbben tároljuk, amely majd két részre oszlik: egy, a már rendezett elemeket tároló részre a tömb végén és egy, az előzőekben bemutatott bináris fát (lsd. 1.ábra) tartalmazó részre a tömb elején.





A kezdetben üres rendezett rész minden lépésben, a többi elemet magába foglaló bináris fa - szinte 'tálcán átnyújtott' - legkisebb elemével bővül, s a 'kivett' gyökérpont helyére egy 'nagy' elemet süllyesztünk a fa 'legaljáról'.








A kezdőfa előállítása





A kezdőfát, azaz az összes elemet tartalmazó bináris fát most nem a korábban bemutatott elemenkénti bővítéssel építjük fel, hanem egy gyorsabb, egyből a 'nagy fát' felépítő algoritmus segítségével, amely a következő lépésekkel definiálható:





a) 'Rakjuk le' a fa 'legalsó' elemeit. Jelölje n a rendezendő elemek számát és legyen l=n div 2, r=n. Vegyük észre, hogy az 'alsó' elemek, tehát amelyek 'alatt' már nincs további elem, éppen az a[l+1], a[l+2],...,a[r]. Ezekkel az elemekkel tehát semmit sem kell csinálnunk, ők 'automatikusan bekerülnek' a fába (lsd: 5.ábra első lépését).





b) Induljunk el 'visszafelé' (jobbról-balra ill. alúlról-felfelé haladva) a felépítendő fában és 'tegyük helyére' sorban az oda kerülő elemeket. Azaz a megfelelő helyre betesszük, majd onnan kezdve a helyére 'süllyesztjük' az egyes elemeket. Mire tehát a fa teljesen felépül, éppen a legkisebb elem kerül majd a fa 'tetejére' (lsd: 5.ábra).





b1) Süllyesszük be a[l]-t az a[l+1],a[l+2],...,a[r] elemek alkotta fába (ahol is már igaz az, hogy a[i]<=a[2*i] és a[i]<=a[2*i+1] minden i=l+1, l+2,...,r div 2 értékre).





b2) Legyen l=l-1 és ha l>=1, akkor lépjünk vissza a b1) pontra.





Megjegyzés: A b1) pontban talált süllyesztés csupán indexeiben tér el a korábban már definiált süllyesztő algoritmustól (hiszen l helyett 1 és r helyett n szerepelt), így lépéseit nem részletezzük. Az egyes lépések utáni állapotokat az 5.ábra szemlélteti, ahol a fába bekerült elemeket a tömbben kiemeltük.








5.ábra











Elemek a helyükre





a) Tegyük át a fa legkisebb elemét/gyökérpontját a rendezett elemek közé és az ott lévő elemet süllyesszük be a gyökérponttól (a[1]) kezdve az egy elemmel kisebb fába (x=a[r], a[r]=a[1], a[1]=x, r=r-1, majd a[1] besüllyesztése az a[2],a[3],...,a[r] elemek alkotta fába).





b) Ha még nem került minden elem a helyére (r>1), akkor lépjünk vissza az a) pontra.





Az algoritmus egyes lépései utáni állapotokat a 6.ábrán tekinthetjük meg, ahol a rendezett tömbrészt kiemeltük, míg a tömb elején lévő elemek az egyre fogyó bináris fát alkotják.








6.ábra








A rendezés az elemeket csökkenő sorrendbe rakja, hiszen a legkisebb elem kerül a tömb végére, de ha a lesüllyesztő algoritmusban megfordítjuk a megfelelő relációt a 'könnyű' elem süllyedésére, akkor a legnagyobb elem kerül majd a fa 'tetejére', következésképpen növekvő (nem csökkenő) sorrendet kapunk.





Az algoritmus hatékonyságát illusztrálandó, néhány ismert rendező algoritmussal összevetve, az alábbi futási időket kaptuk 5000 elem esetén:





Módszer�
Idő (mm.ss)�
�
Rendezés minimumkiválasztással�
32.90�
�
Beszúrásos rendezés�
28.24�
�
Halomrendezés�
00.60�
�
Rekurzív gyorsrendezés�
00.22�
�



Természetesen itt is az egymáshoz viszonyított arányok a 'beszédesek'.








Témánk zárásaként most is szeretnénk egy gyakorló feladatot kitűzni: Irjunk olyan törlő algoritmust amely egy bináris fa egy tetszőleges elemét ki tudja törölni, persze megtartva az ősök-leszármazottak közötti (<=) relációt!





