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Section 1: Linedris regresszid 4
1. Linearis regresszio
Eddig egyszerre csak egy valdszinliségi valtozét vizs-

galtunk. Most két valdszinliségi valtozé kozti kap-
csolatrdl, osszefliggésrol lesz szé.

Példa.

Hogyan fligg a szarvasmarhak ovmérete a testsu-
lyuktol?

10 elemU mintankat az alabbi tablazat tartalmazza.
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testsuly | ovméret
440 180
442 182
450 182
458 183
460 184
470 184
475 185
480 186
490 187
495 188
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Section 1: Linedris regresszid 6

Altaldban, minél nagyobb a testsuly, annal nagyobb
az ovméret. Legyen X a testsulya, Y pedig az
ovmérete ugyanannak az allatnak. Feltessziik, hogy
a kapcsolat linearis a két vdltozd kozott, amely a
kovetkezo egyenlettel irhatd le:

Y=0-X+oa+eg,

ahol o és 3 két ismeretlen paraméter. Ezek mu-
tatjak meg, hogy milyen a kapcsolat a két valtozé
kozott. A regresszidanalizis segitségével becsuljuk
meg a két paraméter értékét.
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Section 1: Linedris regresszid 7

Az ¢ pedig a véletlentdl fliggd hibatag. Ez okozza a
kilonbozoségeket egy adott X értékhez tartozd Y
értékek kozott.

X a magyarazd, vagy fuggetlen viltozé, mig Y a
magyarazott, vagy fiiggo valtozé.

A két valtozé kozti kapcsolat pozitiv, ha novekvo
X értékekhez egyre nagyobb Y értékek tartoznak
(azaz 3 > 0).

Negativ kapcsolat esetén pedig novekvo X értékek-

hez egyre kisebb Y értékek tartoznak (vagyis [/ <
0).
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Készitsiink szorasdiagramot a fenti tablazat alap-
jan:

189 +

188 + *

187 + *

186 + *

185 + *

1684 + +* +*

183 + *

1682 + +* +

181 +

180 + +*

179 t t f {
420 440 460 480 400

testsily (ko)

dvméret {cm)

Jol 1athatd az osszefuggés pozitiv jellege.
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Section 1: Linedris regresszid 9

A kovetkez6 abrakon példat lathatunk pozitiv, negativ
oszzefuggésre, illetve olyan esetre, amikor nincs ossze-
fuggés a két valtozd kozott (8 = 0).
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2. A hibatag

Az ¢ véletlen hibatag szdrmazhat a mérés pontat-
lansagdbdl, elhanyagolt hatdsokbdl, valamint a min-
tavételi hibabdl. A kovetkezoket tételezziik fel e-rél:

1. £ varhaté értéke nulla. (Ezért Y véarhaté értéke
BX + a.)

2. € szérasa minden megfigyelt értékre ugyanaz.

3. € értékei fuggetlenek az X viéltozotdl és egy-
mastdl (azaz, minden X érték esetén a fellépd
e értékek fliggetlenek egymastdl). Ezért Y ak-
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Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 11
tudlis értékét csak a hozza tartozd X érték be-
folyasolja, a tobbi nem.

4. ¢ normalis eloszlasti minden X esetén (igy adott
X esetén Y normilis eloszlasu).

3. Az o és [ paraméterek becslése

Ezeket az X és Y mért értékeibol kell becsulntink,
a legkisebb négyzetek maodszerével.

A mért értékparokat reprezentalé (z;,y;) pontok és
az ezekre legjobban illeszkedd egyenes:
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ovmtiRtycm) = 0.126 testsiily (kg) + 125.534

188
187
186
185
184
183
182
181
180
179

dvméret (cm)

* +
*
*
430 4;0 4."1l] 4(;0 4?I[I M;U 4;!0 5[‘Il]
testsily (ky)

Tehat y; a mért pontok masodik koordindtai, Y;
pedig az egyenes x;-hez tartozé pontjanak masodik
koordinatdja. A legkisebb négyzetek mddszere azt
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Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 13

az egyenest hatarozza meg, amelyre a
n

Z(Yz‘ — i)’

i=1
kifejezés a legkisebb. Ez az osszeg a becslés hibaja.
Jeloljiik az a és (3 becsiilt értékeit a-val (ez a ten-
gelymetszet) és b-vel (ez a regresszids egyiitthatd).
Ezek értékei a minta alapjan:

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 14

=1

a=y— b,

ahol n a megfigyelések szama.
A példankban: b = 0,125 és a = 125.5.

Nyilvanvald, hogy a és b értéke fligg azon pontoktdl,
amelyekre illesztjik az egyenest. Tehdt a és b is
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Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 15
valészinliségi valtozd.

A b eloszldsa normalis, varhaté értéke (3, szdrdsa
pedig

ahol

n—1

o pedig az € hiba elméleti szdrasa.
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16

Az a eloszlasa normalis, varhatd értéke v, szdrasa

pedig
ahol még
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Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 17

Megfigyelések:

e Ha ¢ szdrdsa (o) kicsi, akkor b szérdsa kicsi.

e Minél tobb adatunk van, b szérasa annal kisebb
(sok adat esetén a pozitiv és negativ hibak ki-
egyenlitik egymast).

e b szdérdsa annal kisebb, minél nagyobb X szérasa.
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Section 3: Az « és (3 paraméterek becslése 18

3.1. ¢ szérasanak becslése

Legyen e; := y; — (o + (x;). Ennek alapjan az ¢
szorasanak becslése:

ltt n — 2-vel osztunk, mert két becsult paraméter
szerepel a képletben.

Példankban s. = 0.558.
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Mivel ismerjuk ¢ szérasanak becslését, meg tudjuk
becstlni a és b szérdsat is:

Se Se - X2

Vs | Vs,
Példankban s, = 4.52 és s;, = 0.0097.

Sp —

4. A paraméterek konfidencia-intervallumai

Az a és b paraméterekre vonatkozé 95%-os konfi-
denciaintervallumok:

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 20

[b—2sp,b42s]|, |[a — 254, a + 25,]

Magahoz az illesztett egyeneshez is megadhaté 95%-
os konfidenciaintervallum (konfidencia sév).

5. A korrelacids és determinacids egyutthato

Kérdés: az elobbi médon adatainkra illesztett egyenes
mennyire j6l irja le a kapcsolatot? Mennyire szorosan
illeszkednek a pontok az egyeneshez?

Milyen er6s linearis kapcsolat van a két valtozénk
kozott?
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 21

A kapcsolat erosségét a korrelacios egyutthato
méri. Ezt R(X,Y) jeloli. Tulajdonsagai:

e -1 <RX,)Y)<1

e R(X,Y) el6jele egyenld (3 el6jelével.

e Ha a megfigyelések pontosan illeszkednek az egye-
neshez, akkor

— pozitiv irdnyl kapcsolat esetén R(X,Y) =
L,

— negativ iranyl kapcsolat esetén R(X,Y) =
—1.
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 22

e Ha R(X,Y) = 0, akkor a két valtozé korrela-
latlan.

e R(X,Y) lehet 0 akkor is, ha létezik kapcsolat
X és Y kozott, de az nem linedris.

A korreldcids egylitthatd becslése a mintabdl:

Megfigyeléseink: (z1,91), (x2,y2), ..., (Tn,yn) (0
darab). Ekkor
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 23

(n—1) 555

ahol 7, i a valtozok mintadtlaga, s, és s, a becsult
szérasok. Beldthatd, hogy
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 24

D (2i—2) (5~ 7)
Z(xz - j)2 ’ Z(yz - Zj)2

Francis Anscombe (Yale University): négy olyan adat-
halmaz, amelyek fébb jellemzdi (korrelacid, a, b)
ugyanazok. Azonban a két véltozé kozti kapcsolat
teljesen mas jellegii.
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1. J6 illeszkedés:

R

R s {51 T
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2. Gorbe:

1 ows X
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3. Kiuto érték:

M oE X
15 4
[ ]
10 -
@
{5k
D——mm
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 28

4. |zolalt pont:

s X
15 4
@
10 4
[
0= pTET—r— T=rr—]
0 5 10 15 20
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 29

Hipotézisvizsgalat a korrelacids egyutthatora:

Hy:  R(X,)Y)=0,
H:  R(X,)Y)#0.

A vizsgalat menete hasonlé az eddigiekéhez.

Példaul: egy 10 elemii mintdban két dolgot mértunk.
Legyen 7., = 0.35. A hipotézisvizsgdlat sordn an-
nak valdszinliségét szamitjuk ki, hogy ekkora értéket
kapjunk, ha a két valtozé korreldlatlan. Ha ez a
valésziniiség kicsi (pl. < 95%), akkor elutasitjuk a
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Hy-t; ellenkez6 esetben elfogadjuk.

Nézziik meg, hogy pontosan mit szamolunk ki. Itt
is eltérés négyzetosszegeket vizsgalunk, mint egy
altalanos varianciaanalizis esetén. Az Y valtozo tel-
jes eltérés négyzetosszege:

n

SSQi =Y (yi — 7).
i=1
Ennek szabadsagi foka n — 1, hiszen 7 becsiilt pa-
raméter.

A reziduumok négyzetosszege:
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 31

n

S5Qr = Z[yz — (a+ bx;))*.

i=1
Ennek a szabadsagi foka n — 2, hiszen a is és b is
becsiilt paraméter.

Beldthatd, hogy minden esetben

S5Q < 55Qr.

Az S5Q), — SS5Q); kulonbséget regresszids négyzet-
osszegnek, vagy magyarazott négyzetosszegnek, vagy
a modellhez tartozé négyzetosszegnek is szoktak ne-
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 32
vezni.

Két mennyiséget szokas figyelni:

~55Q, — 55Q,
1. |F = S50,
n—2

Ez nagy, ha X és Y kozott szoros a kapcsolat;
egyébként kicsi.

_ 55Q, — 55Q
N SS5Q,

Ez 0 és 1 kozti értékeket vehet fel, és F'-hez ha-
sonldan viselkedik.

2. |R?
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Section 5: A korreldcids és determindcids egyiitthatd 33

Ha X-rél és Y-rél tudjuk, hogy normilis eloszlasuiak,
akkor bebizonyithatd, hogy ha semmi kapcsolat nincs
kozottuk, akkor a fenti F'-statisztika F'-eloszlasu
(1,n — 2) szabadséagi fokokkal, igy hipotézisvizsga-
latot végezhetunk az alabbi hipotézisekre:

Hy: X és'Y fuggetlen
(a regresszié a “semmit” magyarazza),
H, - X és Y kozott van kapcsolat.

Az R?-rél pedig beldthatd, hogy a korrelacids e-
gyutthaté négyzete. Ezt szoktdk determinacios
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Section 6: Nemparaméteres probak 34

egyiuitthaténak is nevezni, és azt fejezi ki, hogy
az X véltozd milyen mértékben hatdrozza meg az
Y véltozd értékét.

Példank esetén: F' = 162.22 és R? = 0.9546.

6. Nemparaméteres probak

A hipotézisvizsgdlatok soran eddig mindig egy popu-
lacié valamely paraméterérdl (atlag, szdrds) kellett
dontentink.

Most magardl a populdcié eloszlasardl dontiink. Az
ilyen tipust — paramétertdl fuggetlen — vizsgdlatokat
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Section 6: Nemparaméteres probak 35

nem-paraméteres probaknak nevezziik.

6.1. llleszkedésvizsgalat

Nagyon gyakran felmeril az a kérdés, hogy hogyan
illeszkedik az a valtozd, amit vizsgalunk, a model-
linkhoz. Ez az illeszkedésvizsgalat.

Példa. Azt az elképzelésiinket (modelliinket) sze-
retnénk tesztelni, hogy egy dobdkocka szabalyos (az-

az minden szam egyforma (1/6) valdszinliséggel for-
dulhat el6).

Formalisan felirva:
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Section 6: Nemparaméteres probak 36

Hy : a kocka szabdlyos,

H a kocka nem szabdlyos.

Tegyuk fel, hogy 60-szor dobtunk a kockaval, és a
kovetkezo eredményeket kaptuk:
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Section 6: Nemparaméteres probak 37

345 43166 3 4
6 4 45321123
6 345132251
543 6 3 3 43 44
213 3 434155
1 5445 3 44 3 2

Mivel feltevésiink az, hogy a kocka szabdlyos, az
egyes értékek dobdsanak vart gyakorisaga 10-10. Ah-
hoz, hogy a tényleges adatainkat ossze tudjuk ha-
sonlitani a vart értékekkel, ossze kell szamolnunk,
hogy a valésdgban melyik érték hanyszor fordult el6
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(megfigyelt gyakorisdg).

Erték Megfigyelt gyakorisag | Vart gyakorisag
1 8 10
2 6 10
3 16 10
4 17 10
5 9 10
6 4 10

Mar a tabldzatbdl latszik, hogy tul sok a 3-as és a
4-es, és tul kevés a 6-0s.

Nyilvdnvald, hogy ha a valtozénk csupdn 2-3 értéket
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vehet fel, akkor ha abbdl 1 kiugréan nagy gyako-
risaggal fordul elo, akkor az nagyon gyands.

Ha azonban elég sok lehetséges értékiink van, akkor
ennek mar nincs olyan nagy jelentdsége.

Valahogyan az osszes eltérést figyelembe kell venniink
ahhoz, hogy biztosan megadllapithassuk a vizsgalt
valtozérdl, hogy az megfelel-e az elméletileg vart
eloszlasnak. Ehhez tekintsuik a kovetkezo statisztikat:

2

k
DI

=il
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Section 6: Nemparaméteres prébak 40
ahol
e k: az osztdlyok szdma (ennyi kiilonbozd értéke
lehet a valtozénknak),
o f;: az i-edik érték megfigyelt gyakorisaga,
e ¢;; az i-edik érték (igaz nullhipotézis esetén)

vart gyakorisaga.

A képletbdl kitlinik, hogy valéjaban az elméleti ér-
téktodl vald eltéréseket osszegezzik, méghozza a négy-
zetre emelésekkel egyforman figyelembe véve a po-
zitiv és negativ eltéréseket.
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Behelyettesitve a képletbe:

,  (8—10)% (6—10) (4 — 10)?
— oA =142
& 0 10 T

Ha a megfigyelt gyakorisagok messze vannak a varttdl,
akkor ez az osszeg nagy lesz, ha azonban kozel van-
nak, akkor kicsi. igy ¥ megad egy mértéket a meg-
figyelt és a vart gyakorisagok tavolsaganak mérésére.

Természetesen a dobasok véletlenszeriisége miatt még
szabdlyos kocka esetén sem fogunk pontosan y? =
0-t kapni. A x? értékre meg kell engedniink egy
bizonyos intervallumot, amelybe ha beleesik, akkor
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még elég nagy a valdszinlisége annak, hogy a kocka
szabalyos. Ugy is lehet fogalmazni: mekkora a valé-
szinlisége annak, hogy szabdlyos kocka esetén ilyen
eredményt kapjunk.

A hipotézisvizsgdlatokndl megismert mddszerrel ki
kell szdmitanunk, hogy mekkora a valdszinlisége an-
nak, hogy szabdlyos kocka esetén y? > 14.2.

Ez a val6sziniiség 1.4%.
Ezt hivjuk megfigyelt szignifikanciaszintnek.

Honnan taldljuk meg egyes Y? értékekhez tartozé
valészinliségeket?
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Ehhez be kell vezetni a y?-eloszlasfiiggvényt, melyet
a kovetkez6 dbran mutatunk be.

A t-eloszldshoz hasonléan itt is egy gorbeseregrol
van szé. Azt, hogy a gorbesereghdl melyiket kell
kivalasztanunk, a szabadsagi fok mondja meg. A
szabadsagi fok illeszkedésvizsgalat esetén egyenl6 az
osztalyok szdma minusz 1-gyel, esetunkben k —1 =
6—1=>5.

Ezek utan elo kell venni a X2—eloszlés tablazatat, és
meg kell benne nézni a szamolt y? értékhez tartozé
valésziniiséget. (A szamitdgépes programcsomagok
kozlik a megfelelé valdszinliséget.)
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P

0.4

12

0.3 .

0.1 1 10

h
—
(=]

._.A
tn
]
[=]
;\

A tablazatokban altaldban csak bizonyos valészinii-
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Section 6: Nemparaméteres probak 45

ségekhez tartozé y? értékeket adnak meg. Ha 5%-
os szignifikanciaszinttel dolgozunk (azaz esetiinkben
azt mondjuk, hogy akkor utasitjuk el a kocka szaba-
lyossagara vonatkozd hipotézisunket, ha szabalyos
kockat feltételezve kisebb, mint 5% a valdsziniisége
annak, hogy olyan eredményt kapjunk, amilyet kap-
tunk), akkor ki kell keresniink a tablazatbdl az 5%-
hoz és a megfelel6 szabadsagi fokhoz tartozé értéket,
és ossze kell hasonlitani a szdmolttal. Ha a szamolt
nagyobb a tablazatbeli értéknél, akkor elutasitjuk
hipotézisunket.
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6.2. Normalitasvizsgalat

Ezt a tesztet hasznalhatjuk a normalitas ellendrzésére
is, azaz arra, hogy a vizsgalt eloszlas normalis-e.
llyen esetekben meg kell mondanunk, hogy melyik
normdlis gorbéhez illesztjuk az adatainkat. Tudjuk,
hogy a normadlis eloszlast két paraméter hatarozza
meg, a varhatd érték és a szérds. Ezeket a paramé-
tereket a mintabdl becstulhetjk.

Ha becsuljuk az eloszlas paramétereit, akkor meg-
valtozik a megfelelé \? -eloszlds szabadsagi foka,
méghozza Ggy, hogy annyit le kell vonnunk még az
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osztdlyszdm —1-bdl, ahdny paramétert becsultunk.

Példa.

Egy nagy aruhazban felmérést készitettek arrdl, hogy
a vasarldk mekkora osszeget koltottek. 500-as mintat
vizsgaltak. A megfigyelések atlaga 10, szérasa 2
volt. Az adatokat a kovetkezo tablazat tartalmazza.
Ezek alapjan levonhatjuk-e azt a kovetkeztetést, hogy
a koltott osszeg normalis eloszlasi? (Legyen o =

5%.)
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AMOUNT I AREA x i -1,
SPENT

Less than $6 20 0.02 11.40 6.49
$6 - S8 60 0.14 67.95 0.93
$8 - §10 140 0.34 170.65 550
$10 - S12 120 0.34 170.65 15.03
$12 - S14 90 0.14 67.95 7.16
$14 or more 70 0.02 11.40 30122
Total 500 500 336.33

Most 6 osztdlyunk van. Az els6 osztdly vart gyako-
risagat szamitjuk ki most (a normalitds esetén):
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X—10<6—1O
2 2

P(X <6)=P ( ) = 0.0228,

tehat

e; = 0.0228 - 500 = 11.4.

A tobbi vart gyakorisdg is hasonldéan szamithaté ki.
A szabadsdagi fok most 5, és a kritikus érték 11.07.

A 2 értéke pedig 363.33. Mivel ez jéval nagyobb a
kritikus értéknél, ezért a normalitast el kell vetnunk.
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6.3. Homogenitasvizsgalat

Most a mintdnkat nem egy elméleti eloszlashoz akar-
juk hasonlitani, hanem egy masik mintahoz.

(llyen eset all elé akkor is, ha nem tudjuk a két minta
atlagat osszehasonlitani t-prébdval, mivel nem tel-
jestl a normalitas feltétele.)

Tipikus példa a tehenek esetén a megtermékenyu-
|éshez sziikséges inszeminalasok szamdnak eloszlasa.
Ez tipikusan nem normdlis, hanem ferde eloszlasu.
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Osztaly Gyakorisag
(inszeminalasok | egyed- | relativ %
sZama) SZam
| 7 0.26 26
2 9 0.333 33.3
3 5 0.185 185
4 3 0.111 11.1
5 2 0.074 7.4
6 1 0.037 3.7
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Az eloszlds nem normidlis volta miatt csak azt tudjuk
megvizsgalni, hogy a két minta eloszldsa azonosnak
tekintheto-e. Formdlisan:

Hy : a két minta azonos eloszlasu,

Hi a két minta nem azonos eloszlasu.

A vizsgalat technikdja hasonld, mint az illeszkedés-
vizsgalatndl. Itt is az egyes osztdlyok gyakorisagat
hasonlitjuk ossze (a két mintabdl készitett hisztogra-
mot). Azt nézziik meg, hogy az eltérésiik nagyobb-
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e annal, ami a mintavételezési hiba miatt azonos
eloszlasoknal is elfogadhatd.

Az eltérést a

1 Jii S ’
X e Zf11+f2@<__ﬂ_2>

osszeggel mérjuk, ahol

k k
?11:Zf1i, n2:Zf2i-
i=1 i=1
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Az fi;, fo; az els6 ill. masodik minta i-edik oszta-
lyanak gyakorisdga, k az osztalyok szama.

Most is ki kell keresniink a y2-eloszlds tabldzatabdl
a megfelelé valdsziniiséghez (altaldban 5%) és sza-
badsagi fokhoz tartozd értéket (esetiinkben a sza-
badsagi fok szintén k — 1).
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‘ Biomatematika I
. ‘ a —

Ennyi!

2001

FODOR Janos
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