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1. Diszkrét valésziniiségi valtozék (folyt.)
1.1. Diszkrét valosziniiségi valtoz6 varhato értéke

Legyen X diszkrét valdszintiségi valtozd, lehetséges
értékei x1, 9, ..., T, ..., az ezekhez tartozd vald-
szinliségek pedig pr = P(X = zy).

Az X varhato értékét M (X) vagy px jeloli, ahol
px = M(X) := Z rpP(X = xy)

minden xj-ra
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1.2. A median és a modusz

Egy eloszlas kozepének jellemzésére van két mdasik
mennyiség is: a médusz és a median.

Az X diszkrét valdsziniliségi valtozé modusza egy
olyan zj lehetséges értéke X-nek, amelyhez tar-
tozd pj. valdszinliség a legmagasabb.

A mddusz nem feltétlenil egyértelmii. Ha X-nek
csak egy mddusza van, akkor eloszlasat unimoda-
lisnak nevezzik.
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A median olyan x4 Szdm, amelyre
P(X < Tmed) <1/2, és P(X > Tmed) < 1/2.

Beldthatd, hogy ilyen érték mindig |étezik, bar nem
mindig egyértelmi.

1.3. A variancia és a szoras

Adott varhaté értékii valdszinliségi valtozok eloszlasa
sokféle lehet. Példdul minden origéra szimmetrikus
eloszlasu valdszinliségi valtozé varhaté értéke nulla,
annak ellenére, hogy lehetséges értékei illetve azok
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valdszintiségei a nulla ,,korul” mas-mdas médon ,,to-
morulhetnek” .

Egy évfolyamrdl véletlenszeriien valasztott hallgatd
érdemjegyének vdarhatd értéke akkor is kozepes, ha
mindenki kozepes, és akkor is, ha a tdrsasig fele
elégtelen, fele jeles osztalyzatu.

A varhaté értéktdl vald atlagos eltérés (a véltozé-
konysag) mértékének jellemzésére vezetjiik be a vari-
ancia (szérasnégyzet) illetve a széras fogalmat.
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Egy X diszkrét valdszinliségi valtozd varianciaja
a V(X)-szel vagy o3-szel jelolt szdm, amely a
kovetkezo:

0% = V(X) == M[(X — M(X))?],

feltéve, hogy ez a varhatd érték létezik.

Most az alabbi egyszerisitett jelolést hasznaljuk:

ok =V(X) =) [(X —ux)* P(X)].
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Nyilvanvalé, hogy V(X) > 0. Ezért értelmes a
kovetkezo fogalom.

Az X szorasa a variancia négyzetgyoke, azaz
ox =/ V(X).

Példa.

Egy autdkolcsonzo cég az elmult 20 hét adatait 0sz-
szegyljtve az alabbi tablazatban foglalta ossze a heti
kikolcsonzott autdk szamat:
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Kolcsonzott autdk | Hetek szama
szdma (gyakorisdg)
10 5
11 6
12 7
13 2
Osszesen: 20

Konvertaljuk a tablazat adatait ugy, hogy valdszini-
ségeket kapjunk. Ezt mutatja a kovetkez6 tablazat.
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Kolcsonzott autdk | Valdsziniiség
szdma
10 0.25
11 0.30
12 0.35
13 0.10
Osszesen: 1

Szamitsuk ki a hetente kikolcsonzott atlagos auté-
szamot:
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Hx

:ZXPX

= (10)(0.25) + (11)(.30) + (12)(0.35) + (13)(0.10)
= 11.3.

Szamitsuk ki a varianciat:

Toc

= > (X —px)*- P(X)]
— 0.4225 + 0.0270 + 0.1715 + 0.2890
= 0.91.
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1.4. A varhato érték és a variancia tulajdonsagai

Legyen X és Y valdszinliségi valtozd, és a, b valds
szamok. Ekkor

1. M(X+Y)=M(X)+ M(Y).

2. Ha X és Y fuggetlenek, akkor
VIX+Y)=V(X)+V(Y).
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3. Ha Y =a- X + b akkor

® uy = apix + b
° 032/ = a20§(;

e oy = |a|ox.
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4. Ha Xy, X,, ..., X, fuggetlen valdsziniiségi
valtozék, melyek variancidja azonos (V(X;) =
V(X5) =...=V(X,) = 0?), akkor

VX1 +Xo+...+X,)=n-0°

és

R
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2. Néhany fontos diszkrét eloszlas

Diszkrét valdszinliségi valtozé eloszlasa:

e a valtozd lehetséges értékei, és

e a hozzdjuk tartozé valdsziniliségek.

Vannak olyan eloszldsok, amelyek igen sok gyakorlati
problémdval kapcsolatban el6kerultek, ezért az idok
soran nevet kaptak, és ma mar név szerint ismertek.

Amikor ilyen vagy olyan eloszlast emlitiink, mindig
eloszlas tipusrol van szé, amelynek sok kulonbozo
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tagja van. Egy tipuson belul pedig az egyes konkrét
eloszlasokat a paraméterek jellemzik.

2.1. A binomialis eloszlas

Ez az eloszlas a valdszinliségszamitasban nagyon fon-
tos, mert a leggyakrabban hasznalt, illetve feltétele-
zett mintavétel a visszatevéses mintavétel.

Ha egy olyan (véges vagy végtelen) populaciébdl,
amelyben egy bizonyos tulajdonsiggal rendelkez6 e-
gyedek ardnya p, visszatevéssel kivalasztunk n ele-
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met (,,egy n eleml mintat vesziink™), a mintdban
lévo, a tulajdonsdggal rendelkezé elemek X szdma
olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek lehetséges ér-
tékei szintén a 0 és n kozotti egész szamok, egy k
érték (kK =0,1,2,...,n) valdszinlisége pedig

n

P =) = () - o+

Ekkor X-et n, p paraméterii binomialis eloszlasu
valdsziniiségi vdltozénak nevezzuk.
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Egy mdsik gyakori modell ugyancsak a binomialis
eloszlashoz vezet. Nyilvdnvalé ugyanis, hogyha n-
szer (egymastdl flggetlenil) megismétlink egy ki-
sérletet, amelyben egy bennuinket érdeklo £ esemény
bekovetkezésének valdszinlisége p, és megszamoljuk,
hogy az n megfigyelés soran E' hanyszor kovetkezett
be, akkor egy binomidlis eloszldsu valdszinliségi val-
tozéhoz jutunk.

Némi szamolds utan megkaphatd, hogy

px = np, o% = np(l — p).
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Példa.

Egy urndban 10 golyé van, koziluk 3 piros és 7
kék. Legyen S az az esemény, hogy véletlenszeriien
hizva egy golydt, az éppen piros.

Ha visszatevéssel hizunk, akkor minden egyes al-
kalommal P(S) = 0.3. Ha mondjuk n = 20-szor
hizunk, és X jeloli a piros golydk szamat, akkor
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példaul
20 5 20-5
P(X=5) = (', )03°(1-03)
= 15504(0.3°)(0.7")
= 0.1789.

A varhatd érték és a variancia ekkor
px =20(0.3) =6, o% =20(0.3)(0.7) = 4.2.

VISSZATEVESES MINTAVETEL = BI-
NOMIALIS ELOSZLAS
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2.2. A hipergeometrikus eloszlas

Egy N egyedbdl all6 populaciébdl, amelyben egy bi-
zonyos tulajdonsaggal K egyed rendelkezik, egy n
kiilonbozo elembol all6 mintat vesziink. Ekkor a
mintaban lévo, az adott tulajdonsdggal rendelkezd
elemek X szdma valdszinliségi valtozd, amelynek
lehetséges értékei a 0 és n kozotti egész szamok, egy
k értékhez (k = 0,1,2,...,n) tartozd valdsziniiség
pedig
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K\ (N—-K
(k) ( n—k )
]\T
()
Ezt az eloszlast hipergeometrikus eloszlasnak ne-

vezzuk.

P(X = k) =

A hipergeometrikus eloszldsra

K N-n K( K)

Felismerheto bizonyos hasonlésag a binomialis elosz-
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ldssal (ha p := &), de a hipergeometrikus eloszl3s
esetén annak valdszinlisége, hogy az adott tulaj-
donsaggal rendelkez6 elem jon ki, kisérletrdl kisér-
letre valtozik.

Példa.

Tekintsunk egy csomag francia kartyadt. Ez 52 lapbdl
all, amelyek kozul 16 olyan van, amely nem szamot,
hanem valamilyen figurat tartalmaz. Egy embernek
10 lapot osztunk. Mennyi annak valdsziniisége, hogy
ezek kozott pontosan 4 figura lesz?
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Tudjuk, hogy &sszesen (°7) lehetséges médon oszt-

hatunk 10 lapot, és ezek kozott (146) (366) olyan leosztas
van, amely pontosan 4 figurat tartalmaz. Tehat

P(4 figura) =

VISSZATEVES NELKULI MINTAVETEL =
HIPERGEOMETRIKUS ELOSZLAS
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2.3. A Poisson-eloszlas

A Poisson-eloszlds szoros kapcsolatban van a bi-
nomialis eloszlassal.

Egy X  valdszinliségi  valtozét  Poisson-
eloszlasunak nevezunk, ha lehetséges értékei
a nem negativ egészek, és egy k értékhez
(k=0,1,2,3,...) tartozé valdsziniiség

e~ A\E
k!
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ltt A\ pozitiv szdm, az eloszlas paramétere.

A Poisson-eloszlast leggyakrabban olyan helyzetben
haszndljak, ahol egy adott intervallumban bekovet-
kezd események szdmat vizsgaljak. Példaul:

e egy telefonkezelo altal fogadott hivasok szama
egy 10 perces iddintervallumban,

e egy titkarno dltal oldalanként okozott gépelési
hibdk szama.

A Poisson-eloszlast gyakran olyan binomialis elosz-
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|ast valtozdk kozelitésére haszndljak, amelyek n pa-
ramétere igen nagy, p paramétere pedig igen kicsi.
Tehat ha egy nagyon ritka esemény bekovetke-
zéseit szamoljuk egy kisérlet nagyon nagyszamu
ismétlése soran, akkor ennek a valtozénak az el-
oszlasa j6l kozelitheto a Poisson-eloszldssal.

Matematikailag a A paraméterii Poisson-eloszlds bi-
nomialis eloszldsok olyan sorozatanak a hatarértéke,
amelyben az np szorzatok sorozata A-hoz tart.
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Egy A\ paraméteri

valdszinliségi véltozdra

M(X) = A,

Poisson-eloszlasu X

V(X)

= A\
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Példa.

Budapest egyik keriiletében a téves tlizriasztasok
atlagos szdma 2.1 naponta. Jelolje X a téves ri-
asztdsok szamdat egy adott napon. Mennyi annak
valdszinlisége, hogy egy adott napon 4 téves riasztas
torténik?

Nyilvdn X eloszldsa Poisson, paramétere A = 2.1.
Ezért

2.146_2'1

1 = 0.0992.
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3. Folytonos valdsziniiségi valtozok

Vannak olyan véletlen valtozék is, amelyek érték-
készlete a szdmegyenes egy folytonos (véges vagy
végtelen) intervalluma, és igy lehetséges értékei nem
megszamldlhatdan végtelen sokan vannak. Példaul:
(a) egy kosérlabda jatékos magassaga

(b) egy ebéd utani szieszta id6tartama.

Egy ilyen vdltozénak valamennyi lehetséges értéke
0 valdszinliségli, pozitiv valdszinliségek csak érték-
tartomanyokhoz tartoznak (az egyszeriiség kedvéért
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gondolhatunk példaul intervallumokra). Az ilyen val-
tozékat folytonos valdsziniiségi valtozéknak ne-
vezzik.

Folytonos valtozd eloszldsdnak megadasdhoz az osszes
lehetséges tartomdny valdszinliségét meg kellene adni,
ami gyakorlatilag lehetetlen. Ezért folytonos vélto-
zékra egy olyan fuggvényt szokds megadni, amely-
nek segitségével barmely tartomanyba esés valdszi-
niisége megkaphatd.
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Egy folytonos valdszinliségi valtozé
stiriiségfuggvénye egy olyan fliggvény, a-
melynek fliggvénygorbe alatti teriilete (integralja)
barmely tartomanyon egyenldé a véltozénak ahhoz
a tartomanyhoz tartozd valdszinliségével.
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P (x1<:X<Zx2)

S

Z1
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A valésziniiség tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy egy
stiriségfuggvény

e sehol sem negativ,

e a teljes szamegyenesen az integralja 1.

Lassuk most a diszkrét vdltozékra eddig megismert
fogalmak értelmezését folytonos valtozdkral!

3.1. Varhato érték, variancia, median és mddusz

A folytonos esetben az Osszegzésnek, és igy az at-
lagoldsnak is az integralas a megfelel6je. Ezért a

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 3: Folytonos valdszinliségi valtozdk 36

varhaté értéket és a szérasnégyzetet is integralként
definidljuk. Legyen f az X valtozd siirliségfuggvénye.

px = M(X) := /OC xf(x)d.

0

ok = M((X — px)?).

Egy folytonos eloszlasi valdszinliségi valtozd
modusza olyan x érték, ahol a valtozé
stiriségfluggvényének (lokdlis) maximuma van.
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Folytonos valtozékra sem mindig egyértelmii, az el-
oszlds itt is lehet bimoddlis vagy multimodalis.

A median olyan xeq érték, amelyre

P(X < l’med) = P(X > :L’med> = 1/2.

4. A normalis eloszlas

A legfontosabb, a gyakorlatban leggyakrabban hasz-
nalt folytonos eloszlas a normalis eloszlas. Ez is
(mint a megismert diszkrét eloszlasok) egy eloszlas
csalad, tagjai két paraméterrel jellemezhetok. A
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stirliségfliggvényt meglehetdsen bonyolult képlet irja
le (a paraméterek p és o):

1 (z—p)*
)= ———— . e 202 |,
(@) I

A slirliségfiiggvény gorbéje az ugynevezett harang-
gorbe vagy Gauss-gorbe.
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A NORMALIS ELOSZLAS FOBE JELLEMZOI

A girbe szimetrikus

- akét fél egymas tiikorképe -

x//i\r
| L
/ ! \

/

X
A
A giirbe hozzasimul | | Varhato érték,

az X tengelvhez median, madusz

AZONO0S

A girbe hozzasimul
az X tengelyhez
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A normilis eloszlds paramétereinek jelentése:

e /1 az eloszlas kozépértéke, méghozza tobbféle
értelemben is, a normalis eloszlasnal ugyanis - a
gorbe szimmetridja miatt - egybeesik a mdédusz,
a medidn és a varhaté érték;

e 0 az eloszlas szorasa.

Jelolés: X ~ N(p,0?) olyan valdsziniiségi valtozét

jelol, amely normdlis eloszldsu 1 varhaté értékkel és

o2 varianciaval.

Figyeljik meg a kovetkezo abrdn, hogy kis széras a
varhaté érték korul koncentrdlédé eloszlast jelent.

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 4: A normilis eloszlds

41

Toc <4< | d 4

Back

«4 Doc Doc »



Section 4: A normilis eloszlds 42

Kulonbozo varhatd érték és szdras:

-20 10 0 10 20 30 40
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4.1. A standard normalis eloszlas

A normalis eloszlasok csaladjanak p = 0, 0 = 1
paraméterii tagjat standard normalis eloszlasnak
nevezik.

Eloszlastablazatot csak ehhez készitenek, mert a tob-
bi mind egyszeriien visszavezethet6 a standard nor-
mdlisra. lgaz ugyanis a kovetkezo.

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 4: A normilis eloszlds 44

Ha X ~ N(u,0?), akkor barmely, bel8le linedris
transzformdciéval szdrmazé Y = aX + b valtozd
is normalis eloszlasi lesz, méghozza ap+b és |alo
paraméterekkel. Jelben: Y ~ N(ap + b, (ac)?)

Példaul az Y = 2X +3 valtozé paraméterei 2143 és
20,azY = 5X valtozéé b és 5o, azy = 0.1X -2
valtozéé 0.1y — 2 és 0.10, stb.

Ennek a tulajdonsagnak a felhasznaldsaval egy X ~
N (i, 0?) valésziniiségi valtozét az aldbbi linedris
transzformacidval transzformalhatunk egy Z stan-
dard normdlis eloszlasu valtozéva:
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Ezt a transzformaciét standardizalasnak nevezik.

Gyakran ennek a forditottjara is sziikség van: egy
standard normalis Z valtozébdl az alabbi linearis
transzforméciéval kaphatunk X ~ N (u, 0?) vdltozét:

X =02+ p.
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Példa.

Egy péknél a 2 kg-os kenyerek tomege normalis el-
oszlasu valdszinliségi valtozd 1 = 2 kg varhaté ér-
tékkel és o = 0.03 kg szdrdssal.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy taldlomra ki-
valasztott kenyér tomege kevesebb 1.95 kg-nal?

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy egy taldlomra ki-
valasztott kenyér tomege tobb 1.98 kg-nal?

c) Milyen — a varhaté értékre, azaz 2 kg-ra szim-
metrikus — hatdrok kozott van a kenyerek 90%-a?

Jeloljuk X-szel a taldlomra kivdlasztott kenyér to-
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megét. Az a) feladatban a P(X < 1.95), a b)-ben a
P(X > 1.98) valdszinliséget kell meghatdroznunk,
a c) feladatban pedig olyan h értéket kell talalnunk,
amelyre P(2—h < X <2+ h) =0.9.

a) Standardizaljuk X-et: Z = (X — 2)/0.03 stan-
dard normilis eloszldsu. Nyilvanvald, hogy
P(X <1.95) = P(Z < (1.95— 2)/0.03)
= P(Z < —167)
= P(Z > 1.67)
(ez utdbbi a standard normalis eloszlas szimmetridja
miatt).
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Ez a valdszinliség a standard normalis eloszlas tab-
|azatabdl kiolvashatd. A jegyzet végén szereplo tdb-
|azatban a

P(Z > 2)

alaku valdszinliségek taldlhatok.

A tablazatot a tomorség kedvéért lgy készitették,
hogy a mdsodik tizedesjegy az oszlopok fejlécében
szerepel, vagyis az 1.67 értékhez tartozd valdszini-
séget az 1.6 érték sordnak és a 0.07 oszlopdnak a
metszéspontjaban taldljuk.

A tabldzatban itt 0.047 &ll, tehat
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P(X < 1.95) = 0.047.

Ennyi a valdsziniisége annak, hogy egy kenyér 1.95
kg-ndl kisebb tomegii.

b) Standardizélassal kezdiink:
P(X >198)=P(Z > (1.98 —2)/0.03).
Ezutdn a kapott eseményt olyan alakra hozzuk, amely-
nek valdszinlisége a tablazatban szerepel:
P(Z > (1.98—-2)/0.03) = P(Z > —0.67)
= P(Z <0.67)
= 1—-P(Z > 0.67).
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A tabladzatban a 0.6 sordnak és a 0.07 oszlopanak
metszéspontjaban a 0.251 all, tehat

P(X >1.98) =1 —0.251 = 0.749.

Ennyi a valdsziniisége annak, hogy egy kenyér tomege
tobb, mint 1.98 kg.

c) Ha olyan, a 2 kg-ra szimmetrikus hatdrokat kere-
siink, amelyek kozott van a kenyerek 90%-a, akkor
olyan h értéket kell taldlnunk, amelyre

P2—-h<X<2+4+h)=009.
Erre a h-ra a szimmetria miatt

Toc 44 | d 4 | > Back <« Doc Doc »



Section 4: A normilis eloszlds 51

P(X > 2+ h) = 0.05.

A megoldas alapotlete az, hogy keressiink a stan-
dard normalis eloszlas tablazatabdl egy olyan v-t,
amelyre P(Z > v) = 0.05, majd ebbdl a stan-
dardizalas forditott transzformacidjaval hatdrozzuk
meg a keresett h-t.

Megfelel6 v-t ugy talalhatunk a tablazatban, hogy
a tablazat belsejében, ahol a valdszinliségek szere-
pelnek, megkeressiik a 0.05-0t (vagy a hozza legko-
zelebbi valdszinliséget), majd a tabldzat szélén le-
olvassuk a v értékét (az elsé tizedesig a sor elején,
a masodik tizedest pedig az oszlop tetején).
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A tablazatban a 0.05-hoz legkozelebbi két valdszinii-
ség a 0.049 és a 0.051, amelyekhez az 1.65, illetve
az 1.64 értékeket olvashatjuk le.

Vdlasszuk mondjuk az 1.65-ot. Ezzel tehat
P(Z > 1.65) = 0.049, ahonnan

P(—1.65 < Z < 1.65) = 0.902.
A Z-bol az X = 0.03Z + 2 transzformacidval allit-
hatunk elo 2 varhatd értéku, 0.03 szordsu normalis
eloszlasi véltozét. A (—1.65 < Z < 1.65) és a

(2—-1.65-0.03 < X <2+ 1.65-0.03) események
pontosan ugyanakkor kovetkeznek be, mivel az e-
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gyenlotlenségek mindkét oldaldt ugyanigy transz-
formaltuk. Ezért

0.902 = P(—1.65 < Z < 1.65)
= P(2-1.65-0.03< X <2+ 1.65-0.03)
= P(2-0.0495 < X < 2+ 0.0495)
= P(1.9505 < X < 2.0495),

tehat a kenyereknek kb. 90%-a 1.9505 és 2.0495 kg
kozé esik.
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